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Prologo

Los tiempos han cambiado, y hoy el interés principal se centra en los origenes,
propiedades y naturaleza de los campos electromagnéticos, es decir, de las
cantidades eléctricas y magnéticas vectoriales que se definen en funcién del
tiempo y de la posicién en el espacio. Las fuerzas y sus conceptos relacionados,
tales como la energfa, no ha dejado desde luego de tener importancia y es
conveniente iniciar el estudio con las fuerzas y definir los vectores de campo en
funcién de ellas. Sin embargo, la intensién principal consiste en expresar las
discrepancias de los fenémenos en funcién de los campos de una manera tan
completa como sea posible. Este énfasis sobre los campos ha demostrado ser
de gran utilidad, y resulta ahora dificil de imaginar cémo se hubiera podido
desarrollar la teorfa electromagnética hasta su actual nivel sin el uso de los
campos.

Estas Notas constituyen el contenido del curso de Teoria Electromagnética
que se imparte en la Especializacién en Fisica General y en el pregrado en
Fisica de la Universidad del Atlantico. El curso comienza con la presentacion
de las ecuaciones de de Maxwell, luego se aplican para el espacio libre y para
medios con propiedades eléctricas y magnéticas bien definidas, se culmina re-
solviendo las ecuaciones para llegar las ondas electromagnéticas y su propoa-
gacién en diferentes medios. Para una mejor compresién del desarrolo de este
curso es necesario tener muy claro los conocimientos béasicos del analisis vec-
torial, un resumen de lo que necesita se presenta en el apéndice A. Se supone
ademds que el estudiante estd familiarizado con los aspectos y los fenémenos
elementales de la Electricidad y del Magnetismo: Ley de Coulomb, Induccién
electromagnética, campos magnéticos creados por corriente eléctricas, fuerza
de Lorenz, etc. Sin embargo se revisaran algunos conceptos bésicos.

Es necesario aclarar que temas muy importantes como el Método de Imagenes
para la solucién de problemas electrostaticos y la Propagaciéon de Ondas
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VIII PREFACE

Electromagnéticas en gufas de onda y lineas de trasmision seran desarrollados
como trabajo independiente de los estudiantes.

Estas notas estdn disenadas tomado como fuente varios autores y asf facilitar
el trabajo para los estudiantes, pero el autor agradece cualquier sugerencia
por parte de colegas y estudiantes para mejorarlas.

NEIL TORRES LOPEZ
ntorres@Quniatlantico. edu.co
torresneil @hotmail.com

Barranquilla, junio de 2005



PREFACE 1

...Faraday visualizaba lineas de fuerza que atravesaban todo el espacio
donde los matemdticos solo veian centros de fuerza que actuaban a distancia;
Faraday veia un medio donde ellos iinicamente veian distancia; Faraday busco
la fuente de los fendmenos a partir de acciones reales que se llevaban a cabo
en el medio, mientras aquéllos quedaron satisfechos con haberla encontrado
en el poder de accion a distancia de los fluidos eléctricos.

- J. C. Maxwell,

Tratado de Electricidad y Magnetismo
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Capitulo 1

Ecuaciones de Maxwell

1.1. Introducciéon

Las cuatro ecuaciones que se van estudiar, denominadas ecuaciones de Maxwell,
representan una generalizacién de algunas observaciones experimentales. Sin
embargo, la aplicabilidad a cualquier situacién puede ser verificada. Como
resultado del extenso trabajo experimental, se sabe ahora que las ecuaciones
de Maxwell se aplican a casi todas las situaciones macroscopicas y se usan
generalmente, como la conservaciéon del momentum, como principio guia.

1.2. Carga Eléctrica

La carga eléctrica es una propiedad fundamental y caracteristica de las
particulas elementales que forman la materia. Todo material estd compuesto
fundamentalmente por protones, neutrones y electrones, y dos de estas particu-
las tienen carga.

Existen dos y sélo dos tipos de carga, la positiva que reside en los protones y
la negativa que reside en los electrones; los neutrones no tienen carga. Cada
electrén y protén, en valor absoluto, la carga elemental e = 1,60217733 X
10719 C. La carga eléctrica estd “cuantizada”, es decir toda carga existente
en la naturaleza es un multiplo entero de la carga elemental.

Es una observacion experimental que la carga no puede crearse ni destruirse;
la carga total en un sistema cerrado no puede cambiar, desde un punto de
vista macroscopico las cargas pueden reagruparse y combinarse en distintas
formas; sin embargo, se puede establecer que la carga neta se conserva en

3



4 CAPITULO 1. ECUACIONES DE MAXWELL

un sistema cerrado; esto se conoce como el Principio de Conservacion de la
Carga y estd determinado por la Fcuacion de Continuidad que se deduce a
continuacion.
Se sabe que la densidad de corriente estd relacionada con la densidad volumétri-
ca de carga por:

J=pv (1.1)

donde v es la velocidad de desplazamiento de los portadores de carga. Por
otro lado se tiene que la corriente que atravieza una superficie S es

I://J-ﬁ da (1.2)

Considerando una superficie cerrada S arbitraria que limita a un volumen

V', la corriente serd
I=-— // J-n da (1.3)

S, cerrada

el signo menos se debe a que n es la normal hacia afuera y se desea considerar
que [ es positiva cuando el flujo neto de carga es del exterior al interior de
V. Utilizando el teorema de la divergencia se tiene

I=— // J-ﬁda:—// V-J dv (1.4)

S, cerrada

I:%:%///pdv (1.5)

de la dos ltimas ecuaciones se llega a

—/V/ V-Jdv:%/v//pdv:/v//(V-J—I—%)dz}:&

Como V' es un volumen arbitrario, entonces

ademads

\ J+% =V (pv) + % = 0 Ecuacion de Continiudad (1.6)



1.3. LEY DE COULOMB )

Ly 3]

Figura 1.1: Sistema de dos cargas puntuales q y ¢’

1.3. Ley de Coulomb

Hacia fines del siglo XVIII las ténicas experiementales de la ciencia lograron
suficiente perfeccionamiento para hacer posible observaciones refinadas de
las fuerzas entre cargas eléctricas. Los resultados de estas observaciones, que
eran extremadamente discutidas en aquella epoca, pueden resumirse en tres
expresiones:

e Hay dos y sdlo dos tipos de carga, conocidas ahora como positiva y negativa.
e Dos cargas puntuales ejercen entre si fuerzas que actian sobre la linea que
las une y que son inversamente proporcionales del cuadrado de su distancia
de separacion.

e Fstas fuerzas son también proporcionales al producto de las cargas, son
repulsivas para cargas del mismo tipo, y actractivas para cargas de tipos con-
trarias.

Las dos iltimas expresiones, con la primera como predmbulo, se conocen
como Ley de Coulomb en honor a Charles Augustin Coulomb, quien fue
uno de los destacados estudiantes de electricidad del siglo XVIII.

Esto se puede expresar, utilizando la figura 1.1, como

(1.7)

La constante de proporcinalidad & es k = 8,98755 x 10 Nm? C™2, también

puede expresarse como, k = ﬁ; donde € es la permitividad eléctrica del
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Figura 1.2: Sitema de n cargas puntuales que interaccionan con la carga ¢'.

espacio libre, ¢y = 8,854187817 x 10712C2N~1m~2. Ahora sepuede escribir la
ley de Coulomb de la siguiente manera

1 qq'r
F, = 1.8
T Amey 13 (1.8)
Cuando se tiene un sistema de cargas puntuales ¢, q2, -+ , ¢, - , Gn, COMO

el que se muestra en figura 1.2, se puede hallar la fuerza sobre la carga ¢
superponiendo la n fuerzas

~ 1 ogqri _ -1 ot
Fy=> (1.9)

— 4meq 7’1‘ 47T60 7’

Se define el campo eléctrico E como la fuerza por unidad de carga
F,=¢E (1.10)

comparando con la ecuacién 1.9 se llega a

1 Gl RN YAY
= =t = 1.11
4meg ; 3 4meq ; 72 (1.11)
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Figura 1.3: Distribucién continua de carga en un volumen Vg, donde p, es la densi-
dad volumétrica de carga eléctrica, también se puede dar el caso de estar distribuida
en una superficie o un hilo.

Para una distribucién continua de carga, como en la figura 1.3, se tiene que

1 p,rdv
E = 1.12
47eg // / 72 ( )
Vo

1.4. Teorema de Gauss
En esta seccién se demostrard que

// E- da zg — ézz-:% (1.13)

S, cerrada

donde ) = Z q; es igual a la carga total contenida en un volumen V' limitado

i
por la superficie cerrada S, como se muestra en la figura 1.4
Se utiliza la ecuacién 1.11 para escribir

1 ?,da
// E- da_4W€0;qi // - (1.14)

S, cerrada S, cerrada
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Figura 1.4: Una superficie cerrada S que limita un volumen V', donde reside una
carga eléctrica neta Q.

Figura 1.5: Evaluacién del teorema de Gauss en el caso en que la carga ¢; esté
dentro de la superficie cerrada S.
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Figura 1.6: Evaluacién del teorema de Gauss cuando la carga ¢; esté en el exterior
de la superfie cerrada S.

Considerando el caso en que ¢; esté dentro de la superficie cerrada S, ver
figura 1.5

2 2 2
T3 T T

T;da __ dacosa __ Grea L ar; __ Q)

este es elemento de dngulo solido substendido por da a partir de g;.

Por lo tanto <4
r;,-da
[ 2 [ e w15

S, cerrada S, cerrada

Considerando el caso en que g; esté en el exterior de la superficie cerrada S,

como se observa en la figura 1.6

En este caso tenemos dos elementos de drea da; y da, cada uno de los cuales

substiende el mismo dngulo sélido df) respecto a la carga ¢;. Sin embargo,

para day el sentido es hacia ¢;, mientras que para da; es alejarse de ¢;. Por

consiguiente, las contribuciones de da; y day son iguales y opuestas, o sea
dalz- ri g —

2
T T2

/r\i-da
// e (1.17)

S, cerrada

day - T; (1.16)

por lo que la integral total
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tomando los resultados obtenidos en las ecuaciones 1.14, 1.15 y 1.17 escribi-

mos
J[ ot s [ St T2 o

S, cerrada Dentro S, cerrada Dentro

szv//ptdv

donde V es el volumen limitado por la superficie cerrada S, entonces

// E-da :% /V//ptdv (1.19)

S, cerrada

pero se sabe que

Utlizando el teorema de la divergencia, se llega a:

/] E.dazé/v//ptdv:/v//v.mv.

S, cerrada

Como V es un volumen arbitrario, se puede escribir

V.E= (1.20)

€0

1.5. Polarizacién y Desplazamiento Eléctrico

Hasta ahora, no se ha considerado el caso en que intervienen dieléctricos. Un
material dieléctrico ideal es el que no contiene cargas libres. Sin embargo,
todos los medios materiales se componen de moléculas, éstas a su vez se
componen de entes cargados ( ntcleos y electrones atémicos), y las moléculas
de los dieléctricos son de hecho afectadas por la presencia de un campo
eléctrico.

El campo eléctrico produce una fuerza sobre cada particula cargada, siendo
impulzadas las particulas de carga positiva en la direccién del campo, y las
negativas en direccion opuesta, de modo que las partes positivas y negativas
de cada molécula se desplazan en sus posiciones de equilibrio en direcciones
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i

r“ff= d HK\

v q /J
i fﬁ.ﬁ

Figura 1.7: El centro de la carga positiva sufre un desplazamiento d con respecto
al centro de la carga negativa en la misma direccién del campo eléctrico externo,
una configuracién como esta constituye un dipolo eléctrico.

opuestas, conformamdo asi los dipolos eléctricos, como el que se muestra en
la figura 1.7, a los cuales se le define el momento dipolar eléctrico como

p =qd (1.21)

No obstante, estos deplazamientos estdn limitados (en la mayorfa de los casos
a fracciones muy pequenias de un didmetro molecular) por intensas fuerzas
restauradoras que se forman por el cambio de la configuracién de la carga de
la molécula. El efecto total desde el punto de vista macrocopico se visualiza
con mayor claridad como un desplazamiento de toda la carga positiva en
el dieléctrico con relacién a la carga negativa. Se dice que el diléctrico estd
polarizado.

Se define el vector polarizacion eléctrica como el promedio de los dipolos por
unidad de volumen. Por ejemplo si se tienen N moléculas en un volumen V'
de momento dipolar p, entonces la polarizacién es

_Np

P
V

(1.22)

Cuando la polarizacién es uniforme, la densidad promedio de carga positiva
es numéricamente igual a la densidad de carga negativa y por lo tanto la
densidad de carga es cero. Cuando P no es uniforme las densidades de carga
positiva y negativa no se cancelan resultando asf una densidad de carga neta,
denominada p,: densidad de carga ligada o de polarizacion.
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Cuando en un material hay tanto la densidad de carga libre p y la densidad
de carga ligada p,, la densidad de carga total es

Py =P+ Py (1.23)

Por lo tanto la ecuacién 1.20 se puede escribir como
V- (@E) =p+p, (1.24)

Se encontrard ahora la relacién entre p, y la polarizacién P; se definen dos
densidades de carga p* y p~ como las que representan la carga total positiva
y la carga total negativa por unidad de volumen, respectivamente. Esto es p*
representa todos los nicleos atémicos en la unidad de volumen del material
y, semejantemente, p~ tine en cuenta todos los electrones.

En el estado no polarizado, cada elemento de volumen del dieléctrico es elec-
tricamente neutro, por tanto

ot + 3 =0 (1.25)

donde el subindice 0 representa las densidades en la configuracién no polar-
izada.

Suponiendo, que como consecuencia de la polarizacién la carga positiva se de-
splaza § T (z,y, z) y la negativa g)*(x, y, z). La carga positiva que atraviesa
un elemento de drea da es pg & T+ da y asf el aumento de carga positiva en
el elemento de volumen Av durante el proceso de polarizacién es

- // pS“?*- da

AS, cerrada

donde AS es la superficie cerrada que limita a Av. Andlogamente, el de-
splazamiento de la carga negativa aumenta la carga (disminuye la carga neg-
ativa)

(—py) 6 da
AS, cerrada

Por lo que el aumento total de la carga por el elemento de volumen Aw,
teniendo en cuenta la ecuacién 1.23, es
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AQP:—//,og(?—?—)-da:—///v- [pg(?+—?—)]dv:
RN P C S SIPY
v como podemos identificar a P como
P —pi (3+ - 3*)

. . A
lo cual quiere decir que p, = A%p, entonces

p,=-V-P (1.26)
Al remplazr en la ecuacién 1.24, se obtiene V - (¢gE) = p— V - P 0 sea
V. - (eE+P)=p

donde p es la densidad de carga libre. Es conveniente definir el vector De-
splazamiento Eléctrico

D=¢E+P (1.27)

de tal manera que
V-D=p (1.28)

esta es la llamada Ley de Gauss en forma diferencial, es una de las cuatro
ecuaciones de Maxwell.

A continuacién se analiza otra consecuencia de la ley de Coulomb, para lo
cual se calcula la integral de linea del campo eléctrico producido por un
sistema de cargas puntuales desde el punto 1 hasta el punto 2 de la figura
1.8

2 2 2
1 T-dl 1O dr; 1 < 11
E-dl = D e = D S = (—-—
/ 4d1eg z;q/ 72 4deg Z;q / 72 4d1eg z;q (rig 7‘,-1>
1 = 1 1= 1 1=
(1.29)

Este resultado nos indica que la integral de linea es independiente del camino,
cuando 7;5 = 11 se tiene que
?{ E-dl =0



14 CAPITULO 1. ECUACIONES DE MAXWELL

Figura 1.8: Trayectoria arbitaria entre los puntos 1 y 2 para comprobar que el
campo eléctrico, producido por un sistema de cargas puntuales, es consevativo.

entonces aplicando el teorema de Stokes

é/(VxE)-dlzo

y como S es una superfie arbitraria, obtenemos
V x E =0 (1.30)

o sea el campo eléctrico dado por la ley de Coulomb es consevativo. Por
consiguiente se puede escribir

E=-Vo (1.31)

donde ® es la funcién potencial, ademds se observa que

2 2
/Eﬂ:-/vamz—/@z—@r@g
1 1
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Figura 1.9: Dipolo eléctrico, el potencial se calcula para puntos que cuplen que
r>>d.

comparando con la ecuacion 1.29 se llega a

(1.32)

expresion que representa el potencial para un sistema de cargas puntuales en
un punto exterior P, r; representa la distancia de ¢ — ésima carga ¢; al punto
P. Similarmente como se procedié par el campo eléctrico para extender la
expresion anterior al caso de una distribucién contimia de carga, con densidad

de carga p
t - (1.33)
 Are r '
Vo

Ejemplo: Potencial de un dipolo eléctrico
Se considera que el punto P de la figura 1.9 se encuentra alejado del dipolo
es decir r >> d. El potencial viene expresado por

P = 4 1 1) _ _4q r2—=ri
4meg \ 1 T 4meg T1T2
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I

dly
I.

Figura 1.10: Diagrama para calcular las fuerzas entre corrientes.

De la figura 1.9 podemos aproximar: 7o — 1 ~ dcos y rirs ~ r?; entonces

@ = gt
como
p=ad= 0= g2=b = 2
por lo tanto
Paipolo = 4;%.0:;3 (1.34)

1.6. Ley de Ampeére

Ampeére estudié las fuerzas entre corrientes cerradas, atendiendo a ese re-
sultado podemos escribir que la fuerza entre elementos infinestecimales, ver

figura 1.10, es
dl; x (dly X r)]

r3

(1.35)

awg:%hd
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Idl

Figura 1.11: Manera como se calcula la induccién magnética B en un punto P
producido por circuito filamentario.

donde d(dF;) es la fuerza sobre el elemento de corriente [;dl; debido al
elemento de corriente lodls, py = 4m % 107" N A~2. La fuerza total sobre el
elmento I1dl; es

dF, = Ldl, % Z—;] dij ! (1.36)
Definimos la induccién magnética B como
d¥, = Ldl; x B (1.37)
entonces o [ Idlxr
= 3 (1.38)

[

donde la integral debe realizarse sobre un circuito completo y se obtiene la
induccién magnética en un punto P, como se ilustra en la figura 1.11
Considerando que la corriente I estd constituida por portadores de carga g
con velocidad v que pasan por el drea A en un tiempo dt, como se ilustra en
la figural.12

(pAv)dl = Idl = (pAdl)v = qu

por lo que se puede escribir
Idl =qv (1.39)
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e

Figura 1.12: Portadores de carga ¢ y velocidad v que atrviesan un drea A en el
tiempo dt.

Por lo que la fuerza magnética sera
F,,=qvxB (1.40)

En una regién donde exista tanto campo magnético como campo eléctrico,
la fuerza total llamada fuerza de Lorentz.

F =¢(E+v xB) (1.41)

Regresando a la ecuacion 1.38, se tiene
o dl xr
V-B=—=¢IV: 1.42
4 7{ ( r3 > (1.42)
c

Si se utiliza la idéntidad vectorial

V. (FxG)=G (VxF)—F-(VxG)

para este caso se tiene
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Figura 1.13: Circuito cerrado que produce una induccién magnética B en el punto
P.

V- (dix%) = & - Vxdl—dl- Vx (%)

como dl no depende de las coordenadas V xdl = 0, por lo que la ecuaciéon
1.42 se convierte en

__ Mo . I
V-B=—22 ¢ 1dl Vx (T3> (1.43)
C

pero se puede verificar que V x (T%) = 0, se obtiene
V-B =0 (1.44)

conocida como la ley de Gauss para el megnetismo, en su forma diferencial;
esta es otra de las cuatro ecuaciones de Maxwell.

Se procede ahora a la evaluacién del rotacional de B, considerando un circuito
cerrado que produce una induccién magnética B en el punto P, como el
mostrado en la figura 1.13

Sea €2 el angulo sélido substendido por el punto P y el circuito. Suponiendo
que se produce un desplazamiento do del punto P; el cambio de angulo sélido
d$2 debido a este desplazamiento, lo podemos considerar como la suma de los
angulos sélidos substendidos por los rectangulos formados por dl y —do, o
sea
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szZ%%—da-%%:VQ-da
c

como se puede apreciar {2 debe ser evaluado en el punto P y ademds

v = _%dlér

C

introducciendo este resultado en la ecuacién 1.38, se llega a

19

AT
O sea que la induccién magnética se escribe como el negativo del gradiente
de una cantidad escalar. La cantidad ®,, = % se denomina potencial escalar

magnético. Para este caso V x B =0, pero este resultado no es general,
como se vera a continuacion.
Utilizando la ecuacién 1.45 se tiene

fB.dl = —%fvn.dl = Lol fdQ = —LlAQ
() C C

donde AS2 es la varacién del dngulo sélido al realizarse la integracién. Pueden
suceder dos casos:

Primer Caso. Suponiendo que el camino de integracién es el mostrado en
la figura 1.14

En tal caso el dngulo inicial es el mismo final, entonces A2 = 0, de tal manera
que utilizando el teorema de stokes

]{B.dl:O://(VxB)ﬁda

de donde se deduce que V x B =0

Segundo Caso. Suponiendo que la trayectoria de integraciéon envuelve a la
corriente, por simplicidad se supone que partimos de A y llegas a B, como
se muestra en la figura 1.15

En el punto A: Q =27 y en B, 2 = —2x. Lo cual conduce a que

AQ = (—27) — 21 = —4nx
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Figura 1.14: El camino C' de integracién no enlaza la corriente I

21

Figura 1.15: El camino C de integracién enlaza la corriente 1
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Figura 1.16: Espira circular de corriente, se considra un dipolo magnético.

De al manera que se obtiene

7{ B-dl = p,I (1.46)
C

donde [ es la corriente encerrada por la trayectoria C. Por otro lado se sabe

que [ = / / J; - nda, siendo J; la densidad de corriente total, de tal manera
s

fB-dl://(VxB)-ﬁda,:,uo//Jt-ﬁda
c S S

Concluyendo entonces

que

V x B = pJ; (1.47)
esta ecuacién se conoce como la Ley de Ampére, en su forma diferencial.
Ejemplo. Dipolo magnético.

El potencial escalar magético debido a una espira de corriente, figura 1.16,
se expresa Como:

(I)m — % — é (Scos9)
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entonces (IS)
T
o, = 1.48
473 (1.48)
Definimos el momento dipolar magnético como
m =/S (1.49)
de donde se llega a
T (1.50)
RV ’

similar a la expresion de la ecuacién 1.34 del dipolo eléctrico, es por esto que
en este caso se habla de dipolo magnético.

1.7. Magnetizacion y Campo Magnético

Toda materia consiste fundamentalmente en dtomos y cada d&tomo consite
en electrones en movimiento. Estos cicuitos de electrones, cada uno de los
cuales estd confinado a un sélo dtomo, son las que llamaremos corrientes
atémicas. De tal manera que se tienen dos clases de corrientes: i. Una corri-
ente verdadera que consiste en trasporte de carga, esto es, el movimiento de
electrones libres o de iones cargados y ii. Corriente atémicas, que son corri-
entes puras que circulan sin dar origen a transporte de carga; sin embargo,
ambas clases de corrientes pueden producir campo magnético.

Una corriente I que circula alrededor de una trayectoria que encierra un érea
vectorial diferencial dS, define el momento dipolar magnético

m =1dS (1.51)

Si hay n dipolos por unidad de volumen y se considera el volumen Awv, el
momento dipolar magnético total es

nAv

Myotal = Z m; (152)
=1

Se define la magnetizacién M como el momento dipolar megnético por unidad

de volumen
nAv

= lim —Z:mz (1.53)

Av—>0 Av



24 CAPITULO 1. ECUACIONES DE MAXWELL

L |

Figura 1.17: Varios dipolos magnéticos de momento m enlazados por ele lemento
de trayectoria dl.

La figura 1.17 muestra varios dipolos magnéticos m que forman un dngulo
0 con el elemento de trayectoria dl, cada momento consta de una corriente
I que circula alrededor del drea dS. Se estd considerando por lo tanto un
volumen pequeno dS cos@dl o sea dS-dl dentro del cual hay ndS-dl dipolos
magnéticos. Al cambiar una orientacion arbitraria a este alineamiento parcial,
la corriente ligada que cruza la superficie encerrada por la trayectoria (hacia
la izquierda cuando se recorre en la direccién u; ) se ha incrementado en [
para cada uno de los ndS-dl dipolos. Entonces

dl,, =nldS-dl = M-dl

por lo tanto

I, = %M'dl
c

o también

entonces
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y aplicando el teorema de stokes

é/(VxM)-ﬁda:é/Jm-ﬁda

de donde se llega a
Jn=V xM (1.54)

J,» se denomina densidad de corriente de magnetizacién o ligada. Como se
sabe de la ecuacion 1.47

VxB=pJiyJi=J+J,
pudiendose escribir que:
Vx(B) =343, =T+ VxM
0 sea que
V% (% - M) ~J

definimos (para que se siga cumpliendo la ecuacién rotacional) el vector In-

tensidad del campo magnético como
B
H=—-M (1.55)
Ho

Se puede escribir la ley de Ampére para caulquier medio de la siguiente
manera

VxH=1J (1.56)

en este caso J es la densidad de corriente libre o no ligada. De las ecuaciones
1.44 y 1. 55 se llega a

V-B=0=y,(V-H+V-M)

entonces

V-H=-V-M (1.57)

Haciendo una analogia con la ecuacién 1.26 se puede defir la cantidad p,,
como la densidad de polo magnético como:

pm = -V -M (1.58)

V-H=p, (1.59)
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Figura 1.18: Diagrama que ilustra la ley de Faraday.

1.8. Ley de Induccién de Faraday

Los resultados de un gran nimero de experiemntos pueden resumirse asociado
una f.e.m. con el cambio de flujo magnético. Este resultado se conoce como

la ley de Faraday que dice:
Todo flujo magnético variable en el tiempo que atraviesa un circuito, induce
en este una f.e.m. proporcional a la rapidez de variacion del flujo magnético.

d®,,
—_m 1.
£ ; (1.60)

teniendo como referencia la figura 1.18

q)m://B-ﬁdayesz-dl
S C

pudiendo escribir la ley de Faraday como

]{ Eedl = —% / / B-fida (1.61)
C S

donde C' es la curva que limita la superficie S. Si se aplica el teorema de
Stokes se escribe entonces
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7{E-d1:—//%—?-ﬁda://(vXE).ﬁda

c

de tal manera que

V xE= —88—]? (1.62)

esta ecuacion es la ley de Faraday en su forma diferencial, y es otra de las
cuatro ecuaciones de Maxwell.

1.9. Corriente de Desplazamiento

Maxwell encontré que existia una contradicciéon entre la ley de Ampére
(ecuacién 1.56) y la ecuacién de continuidad (ecuacién 1.6), lo que lo condu-
jo a introducir un término llamado corriente de desplazamiento, esto lo hizo
teoricamente sin ninguna experimentacién y fue comprobada muchos anos
después. Se vera a continuacién dicha contradiccion.

Como se sabe la divergencia de un rotacional es cero y de las ecuaciones 1.56
y 1.6 se tiene:

0 )
V (VxH)=0=V-J=-2#0
Maxwell resolvié esta contradiccion cuando introdujo un término adicional a

la ley de Ampére
VxH=J+1J, (1.63)

Al calcular la divergencia a esta ecaucién
V(VxH)=V-J+V-J;,=0
ahora partiendo de la ecuacién de continuidad (ecuacién 1.6)
V- J;=-V . J=2

Usando la ecuacién 1.28 se escribe

de tal manera
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V.3, =V.2

0 sea que se puede escribir que

oD

J, = =
4T o

(1.64)

densidad de corriente de desplazamiento. Remplazando en la ecuacién 1.63

oD
H = — 1.
V x J+ 5 (1.65)

es conocida como la ley de Ampére-Mazwell en su forma diferencial y es la
iltima de las ecuaciones de Maxwell.

1.10. Ecuaciones de Maxwell

Las ecauciones bésicas del electromagnetismo se pueden resumir en las lla-
madas ecuaciones de maxwell, deducidas en este capitulo.

TABLA 1.1
ECUACIONES DE MAXWELL
N° | Nombre Expresion N° de la Ec.
1 Ley de Gauss- Caso eléctrico V-D=p 1. 28
2 Ley de Faraday V xE= —%—]? 1. 62
3 Ley de Gauss- Caso magnético | V - B =0 1. 44
4 Ley de Ampére Mazwell VxH= J—l—% 1. 65

Existen otras expresiones complementarias

TABLA 1.2
RELACIONES ENTRE LOS VECTORES DE CAMPO

N° | Expresion N° de la Ec.
1 D=¢E+P |1 27
H=2_M [1.55

~ g
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medio 2
‘: g:? . - .lhl'-'..-\..
\ TE2 G i n: D,

Figura 1.19: Condiciones de frontera electrostéticas para los medios 1 y 2, se ha
tomodo el vector normal n el que se dirige del medio 1 al medio 2.

1.11. Condiciones de Frontera

1.11.1. Caso Electrostatico

Al aplicar la ley de Gauss para el pequeno cilindro, mostrado en la figura
1.19

/ D-nda = Q

cilindro

La altura del cilindro es muy pequeno, lo suficiente para que la base superior
esté en el medio 2 y la base superior esté en el medio 1, de tal manera que
no contribuye a la integral y ademads

Q:UAS+%(01+P2)AU

como Av — 0, se escribe que () = 0 AS, carga en la superficie de separacién
entre los medios intesectada por el cilindro; por lo que la integral queda:

(Dl 'ﬁ1+D2 ﬁQ)AS:O'AS

entonces
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donde n es el vector unitario normal que va del medio 1 al medio 2, como se
senala en la fgura 1.19; pudiendose escribir entonces

D2n — Dln =0 (167)

Esto quiere decir que, la dicontinuidad en la componente normal de D estd
determinada por la densidad superficial de carga libre en la superficie de
separacion.

Apliquemos ahora la condicién para campo electrostético

7{E-dl =0
c

a la trayectoria mostrada en la figura 1.19; se debe considerar que el ancho
es muy pequeno y no contribuye a la integral, o sea

%Edl =FE,- A].Q + E; - All =0= EgtAl — EltAl =0
C

lo que conduce a
Elt - EQt (168)

la componente tangencial del campo eléctrico es continua al atravesar una
superficie de separacién, también se acostumbra a escribir en la forma

1.11.2. Caso Magnetostatico

Aplicando la ley de Gauss, para el caso magnético, al pequeno cilindro de la
figura 1. 20, en forma similar como se procedié para el caso eléctrico:

// B-nda = 0 = By, AS — B;,AS =0,
S, cerrada

concluyendo que
By, = By, (1.70)
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medio 2

Figura 1.20: Condiciones de frontera magnetostdticas para los medios 1 y 2, se ha
tomodo el vector normal n el que se dirige del medio 1 al medio 2.

La componente normal de la induccién magnética es continua cuando atraviesa
una superficie de separacién. También se puede escribir

fi-(By—B;)=0 (1.71)

Aplicando ahora la ley de Ampére a la trayectoria rectangular de la figura
1.20:

fH-dl =1 — Hy AL — Hi;Al = KAl
c

donde K es la componente de la corriente supercial normal al plano de la

trayectoria, de donde
Hy — Hyy = K (1.72)

o también

La discontinuidad de la componente tangencial de H es igual a la densidad
superficial de corriente.

1.12. Problemas

1. Una particula de masa m y carga positiva ¢ se mueva en un plano perpen-
dicular a una induccién magnética B uniforme. Demostrar que la particula
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se mueve en una circunferencia con médulo de la velocidad constante y el
radio de la circunferencia dado por

muv

r=15

2. Una particula de carga de carga ¢ y masa m mueve con una velocidad
vo (segin el eje +X) entra en una regiéon donde hay un campo magnético
(segun el eje +Y'). Mostrar que, si la velocidad vy es suficietemente grande
como para que el cambio de direccién sea despreciable y la fuerza magnética
se pueda considerar constante y paralela al eje 7, la ecuacion de la trayectoria

de la particula es
_ (4B )\ .2
Z= (230771) z

3. En una cierta regién hay un campo eléctrico (segun el eje +Y) y uno
magnético (segun el eje +X), ambos uniformes. Se inyecta una particula,
con carga ¢ y masa m, con velocidad vy paralela al campo magnético.

a. Escribir la ecuaciéon de movimiento de la particula en coordenadas
rectangulares.

b. Mostrar, por sustitucion directa, que las cmponentes de la velocidad
al tiempo t son

oy = (£)sin (22) 1
0= (E) 1 — cor (2) ]

c. Del resultado precedente, obtener las coordenadas de la particula al
tiempo t, si parte del origen.

d. Hacer un gréfico de la trayectoria.
4. Un dipolo eléctrico de momento p estd dentro de un campo eléctrico E
uniforme. Demostrar que el torque sobre el dipolo viene dado por

T=px E

5. Hallar las componentes rectangulares del campo eléctrico producido por
un dipolo eléctrico.

6. Se da una linea recta infinitamente larga cargada con densidad de carga
uniforme \, por unidad de longitud. Por integracién directa, hallese el campo
eléctrico a una distancia r de la linea.
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7. Una distribucién de carga esférica tiene una densidad de carga volumétrica
que es funcién tnicamente de r, la distancia al centro de la distribucién. En
otras palabras p = p (7). Si p (r) es como se indica a continuacién, determinese
el campo léctrico en funcién de r.
a. p(r) = { é siendo A una costante, para 0 < r < R
0, parar > R

| pg, constante, para 0 <r < R
b.p(r)—{ 0, parar > R
8. Un alambre conductor recto lleva una corriente 7, hallar por integraciéon
directa el campo de induccién magnética B a una distancia R del alambre.
9. Una esprira circular de radio R lleva una corriente I, hallar la induccién
magnética B en puntos sobre el eje de la espira.
10. Se d& un circuito de corriente que tiene forma de un hexdgono regular de
lado a. Si el circuito conduce una corriente I, héllese la induccién magnética
en el centro del hexdgono.
11. Se d4 una franja delgada de metal de anchura w y muy larga. La corriente
en la franja es lo largo de su longitud; la corriente total es I. Héllese

a. La induccién magnética en el plano de la franja a una distancia b del
borde mds préximo.

b. La induccién magnética a una distancia d por encima de la franja,
perdedicular a la recta que pasa por centro de la franja a lo largo de ella.
12. Utilizando la ley de Ampére, héllese la inducciéon magnética a una dis-
tancia r del centro de un cilindro largo de radio R que conduce una corriente
1. Hagase esto tanto para » > R, como para r < R, donde R es el radio del
cilindro.

13. Un gran nimero de vueltas muy préximas a unas con otras, de un alambre
fino, se enrrollan en una sola capa sobre la superficie de una esfera de madera
de radio R, con los planos de las vueltas perpendiculares al eje de la esfera y
cubriendo completamente su superficie. Si la corriente en el enrrollado es I,
determinese la induccién magnética en el centro de la esfera.

14. Un toroide se enrrolla uniformente, tiene N vueltas de alambre por las
que pasa una corriente /. El radio interior del toroide es a, el exterior, b.

a. Héllese la induccién magnética en puntos interiores al devanado toroidal.

b. Hallese la relacién % que permitird que B en el anillo no varie en més
del 25 %.

15. Una varilla metélica de longitud [ gira respecto a un eje, que pasa y es
perpendicular a la varilla, con una velocidad angular w. El plano de rotacién
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de la varilla es perpendicular a un campo magnético uniforme de induccién
magnética B. ;Cudl es la f.e.m. inducida entre los extremos de la varilla?.



Capitulo 2

Electrostatica en el Vacio

2.1. Introduccion

En la situacién estdtica las derivadas con respecto al tiempo son nulas. Par-
tiendo de las ecuaciones de Maxwell 1.28 y 1.62 se tiene

V-D=p (2.1)

VXxE=0 (2.2)

ademés en el vacio la polarizacién es cero, P =0 y de la ecuacién 1.27
D = ¢yE, la ecuacién 2.1 se convierte en

v.E=L (2.3)

€0

Las condiciones de frontera 1.66 y 1.69 toman la forma de

A (Ey— E,) = ; (2.4)

A continuacién se dan algunos ejemplos que se pueden resolver facilmente
utilizando algunos de las ecuaciones anteriores.

Ejemplo: Campo de un plano cargado

Considerando un plano infinito cargado uniformente con densidad de carga
o por unidad de &rea, figura 2.1. Por simetria E es normal al plano de igual

35
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Ei = Ez

| 4

A

Figura 2.1: Plano infinito cargado, divide el espacio en dos regiones la regién 1 y
la regién 2.

magnitud en ambos lados del plano., por consiguiente n-Ey = E yn-E; =
—F, ahora de la ecuacion 2.4 se tiene que 2FE = %, de tal manera que

o

E=— 2.6

e (2.6)
Ejemplo: Campo fuera de una distribucién esférica de carga
Se supone que p es independiente de los angulos o sea p = p (r), donde r es la
distancia medida desde el centro de la distribucién. Por simetria E esta en la
direccién radial mostrada el figura 2.2 y su magnitud £ depende solamente
de r. Si calculamos la integral de superficie sobre una esfera de radio r, E es
paralela al elemento de area nda, entonces

// Enda = F // da:47rr2E:/V/ V'Edvze—lo/v//pd'u:%

S, cerrada S, cerrada

Aqui hemos hecho uso del teorema de la divergencia y la ecuacién 2.3 @) es
la carga total de la esfera. Por lo tanto

Q

4egr?

E

(2.7)
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Figura 2.2: Distribucién de carga esfericamente simétrica con densidad volumétrica
dependiente de r, p = p ()

Este resultado es el mismo que el de una carga puntual () ubicada en el centro
de la distribucién; por lo que podemos inducir que el campo fuera de una
distribucién de carga esféricamente simétrica es igual a que todo la carga se
localizara en el centro de la distribucién.

2.2. Potencial Eléctrico
Teniendo en cuenta la ecuacién 2.2, V x E = 0 entonces
E=-Vo (2.8)

cuando se conoce la distribucién de carga se puede escribir la expresién del
potencial dada por la ecuacién 1.33

P (r) = 4;60 / / / 4 (rr) dv (2.9)

todo el
espacio

el potencial es medido en voltios y el campo E es medido en voltios/metro.
Por otro lado, una superficie donde el potencial es constante ® (r) = cte. se
denomina superficie equipotencial. Como E = —V ® y el gradiente siempre es
perpendicualr a la superficie ® (r) = cte., entonces como el campo eléctrrico



38 CAPITULO 2. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

wuperficies
squipaienciales

Figura 2.3: Lineas de campo y superficies equipotenciales, las lineas de campo son
perpendiculares a las superfies equipotenciales.

es tangente a las lineas de campo en cada punto, estas son perpendiculares
a las superficies equipotenciales. Un ejemplo se muestra en la figura 2.3

Se define un conductor como una regién donde las cargas se pueden mover
bajo la accién de un campo eléctrico externo. Considerando la situacién de
equilibrio electrostatico, el campo en el interior de un conductor debe ser
nulo, de no ser asi habrifa movimiento de las cargas del conductor hacia la
superficie. De aqui se deduce que el potencial en el interior de un conductor
en equilibrio electrostatico es constante; por lo que la superficie conductora
serd una superficie equipotencial y el campo debe ser entonces perpendicular
a la superficie conductora.

Al aplicar la ley de Gauss a la superficie punteada dentro del un conductor

como en la figura 2.4
// Edida— 2 —0 (2.10)
€0
S

por lo tanto @ = 0 en el interior de S, como S es una superficie cualquiera en
el interior del conductor, se puede concluir que en condiciones de equilibrio



2.3. ECUACIONES DE POISSON Y LAPLACE 39

Conducior

_,—'—'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_F

Figura 2.4: Conductor en equuilibrio electrostético.

electrostédtico, en el interior de un conductor, la carga neta es nula; por lo
que de existir carga esta debe residir en la superficie.

Aplicando la condicién de frontera, ecuacién 2.4, en una superficie conductora
de la figura 2.5

E; =0y E; = E, el cual es paralelo a n o sea n- E, = E, entonces de la
ecuacion 2.4 se obtiene

cF=0=—€en-V® (2.11)

donde se ha hecho uso de la ecuacién 2.8. De la ecuacion 2.11 se aprecia que
una vez conocida ® (r) se puede conocer la densidad superficial de carga o
en la superfie conductora.

2.3. Ecuaciones de Poisson y Laplace

2.3.1. Introduccion

Se puede obtener una ecuacién diferencial para el potencial combinado las
ecuaciones para el campo electrostético:

V-E =2 (2.12)
E = -Vo (2.13)
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E
A
W Hepacia
2 T Libre
Conducior

Figura 2.5: El medio 1 es el conductor y medio 2 es el espacio libre.

donde p es la densidad volumétrica de carga, ® es potencial y E es el campo
eléctrico. Al combinar las ecuaciones 2.12 y 2.13 se llega a:

V.Vo=v2=-L (2.14)

€0

denominada la ecuacion de Poisson, cuya soluciéon se comprobard que es

B (r) = 4;60 / / / Lao (2.15)

Todo el espacio

Cuando en la region la densidad de carga es nula, p = 0, la ecuacién 2.14 se
convierte el la ecuacion de Laplace:

V20 =0 (2.16)

2.3.2. Solucién de la Ecuacién de Poisson

Se utiliza el denominado teorema de Green, el cual se obtiene partiedo de la
siguiente expresion:

V- (®VVY) = VU + VO - VU (2.17)
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Ly

=2

Figura 2.6: Hueco esférico en todo el espacio, de superficie X y radio R, el vector
unitario normal 7 va hacia el punto P, centro del hueco esférico.

donde ® y ¥ son funciones arbitrarias. Ahora por el teorema de la divergencia:

// @V\If-ﬁda:///Vv-(cw\p)dv:///V(q>v2x1/+vq>-v\p)dv

S, cerrada
(2.18)
intercambiando ® y ¥ en la ecuacién 2.18 y restando se obtiene

/ / (PVY — UV ) - nda = / / /V (VY — UV?®) du (2.19)

S, cerrada

expresion conocida como el teorema de Green.

Aplicado al caso que ¥ = % , donde ¥ se hace infinito en el origen. Se escoge
un punto P en el que se estd interesado como centro de un hueco esférico de
radio R (figura 2.6) y se aplica la ecuacién 2.19 excepto en la esfera

Se aprecia que VU = V? (%) = 0, puesto que % es una solucién de la
ecuacion de Laplace (ecuacién 2.16)

De la figura 2.6 se observa lo siguiente:

- dw da
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~ 0P
D - = —— 2.21
Vo - nda o da (2.21)

remplazando en la ecuacién 2.19

Jo L@ e

esfera X esfera X

donde ¥ es la superficie del hueco esférico y V' es el volumen de todo el espacio
excepto el del hueco esférico. Como en la superficie de la esfera r = R, se

puede escribir que
/ / da _ = = / / <I>da——47rR2<I> (2.23)

esfera & esfera X

donde @ es el valor medio de ® en la superficie del hueco esférico. Similar-

T @ e

esfera ¥

por lo que la ecuacién 2.22 se convierte en

47Tc1>+4m( ) -[]] = V2 (2.25)

Como se quiere obtener el valor de ® en cualquier punto P, se hace lo sigu-
iente: R — 0; & — ®p y ]%imoéle(%—(f) =0; V — Todo el espacio (T.E);

por lo que la ecuacién 2.25 se convierte en

_ _Lﬂ ///TE V:‘I’dv (2.26)

si el potencial satisface la ecuaciéon de Poisson , entonces la ecuacién 2.26 es
idéntica a la ecuacién 2.15

Solucién para una Regién Finita

Se ha visto hasta ahora que se puede calcular ®, si conocemos la densidad
volumétrica de carga en todos los puntos del espacio. En muchos problemas,
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Figura 2.7: Se ilustra una superficie S’ que encierra el volumen v del cual cono-
cemos p, mientras que en el exterior de S’ se desconoce la distribucién de carga,
conociendo el valor del potencial en S’.

sin embargo, p es conocida solamente dentro de cierto volumen finito, que
es rodeado por una superficie exterior de la cual se conoce la distribucién
de carga, se mostrard ahora que, si el potencial es conocido en la superficie
limitadora y la densidad volumétrica de carga en conocida dentro de la region
limitada, podemos atin encontrar .

Regresando a la ecuacién de Poisson, ecuacién 2.14, se observa que se puede
escribir la solucién general como la suma de una solucién especial de la
ecuacién inhomogenea (ecuacién 2.14) y la solucién general de la ecuacién
homogenea (ecuacién 2.16).

Hasta aqui las condiciones de limites arbitrarios puede ser satisfecha con la
solucién general escogida apropiadamente de la ecuacién 2.16, mientras que
la ecuacion 2.14 serd satisfecha por la inclusion de la solucién particular.

Se puede demostrar utilizando el teorema de Grenn , ecuacién 2.19. La nueva
situacién se observa en la figura 2.7, donde el pequeno hueco esférico que
rodea a P es temporalmente excluida de V. Ahora en S’

VI = —F=—— (2.27)

y en la ecuacién 2.19, S consiste en ¥ més S’, procediendo como antes, se
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llega a
2
IS (e ] (e fff T
esfera X esfera X S’, cerrada

(2.28)
donde V' es igual a V' menos el volumen del hueco esférico. Esto lleva a:

(B R GO P

, cerrada

ahora como R — 0, ® — &p =&, V! — V y & — S, donde S es
la superficie total que rodea a V. Utlizando las ecuaciones 2.14 y 2.29 se

convierte en:
pdv <I>r N
e / / /V e / / ( ) Bda  (2.30)

S, cerrada

Se puede obtener el resultado previo, ecuacién 2.15 a partir de ecuacion 2.30,
permitiendo que V encierre todas las cargas. Una vez que se aleje lo suficiente
de todas las cargas encerradas, apareceran como cargas puntuales de modo
que para r muy grande. ® ~ % y |[V®| ~ r% entonces en la integral de
superficie, el integrando ~ T%, mientras que el drea ~ r2, asi que toda la
integral ~ %, que se acerca a cero cuando r — oo. Por consiguiente la
contribucién de la integral de superficie desaparecera y se llega a la ecauciéon
2.15

Aunque la ecuacién 2.30 nos facilita en principio calcular ® en cualquier
punto dentro del volumen V', este no es siempre el camino conveniente para
resolver un problema dado, en muchos problemas se exige encontrar el po-
tencial dentro de una regién limitada cuando la carga no esta presente en la
regién. En esta tltima circustancia, especialmente, la ecuacién mas apropia-
da para resolver es la ecuacién 2.16, porque su solucién general es necesaria
para resolver la ecuacién 2.14. En la siguiente item consideramos algunos

métodos para resolver la eccuacién 2.16

2.3.3. Solucién de la Ecuacién de Laplace

Se utilizard el denominado método de separacién de variables para resolver
la ecuacién 2.16, en coordenadas rectangulares y esféricas, quedando como
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ejercicio su solucién en coordenadas cilindricas, también aplicaremos cada
una de estas soluciones a un problema especifico de electrostaticas con con-
condicones en la frontera.. Se hard uso de las expresiones del laplaciano en
cada uno de los sistemas de coordenadas y se encontraran algunas ecuaciones
diferenciales especiales, de las cuales tomaremos sus soluciones ya vistas en
cursos de matematicas.

Coordenadas Rectangulares
Como es sabido el laplaciano en coordenadas cartesianas viene dado por

Pd PP 9?0

Ve = 2.31
(@102) = 57 + 57 + 53 (2.31)
entonces, la ecuacién a solucionar es
Pd P 9*0
=0 2.32
0x? * Oy? + 022 (2:32)
suponiendo una solucién de la forma
@ (,y,2) =X (2)Y (y) Z (2) (2.33)
remplazando la ecuacién 2.33 en la ecuacion 2.32 se obtiene
1d*X 14 1d*7
=0 (2.34)

X dax? Y dy? 7 dz?
para que se cumpla esta ecuacién es necesario que cada sumando sea igual a
una constante, o sea

183X, 1y, 1d*Z
—_— —_——_—— —_—— 2.
Xaz Cvaer Pzaz 0 (2:35)
donde
o’ + B>+ =0 (2.36)

las soluciones para cada una de las ecuciones en la expresion 2.35 se pueden
escribir como

X () = a1 +age™ (2.37)

Y (y) = bl + e (2.38)
Z(z2) = e +ce? (2.39)
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Figura 2.8: Tira semi-infinita, para un problema bidimensional de solucién de la
ecuacién de Laplace.

De la ecuacién 2.36, las constantes «, 8 y v todas no pueden ser reales, ni
todas imaginarias; por consiguiente algunas de las funciones X,Y, 7 vari-
an sinusoidalmente con el argumento y otras varian exponencialmente. La
solucién general de la ecuacién 2.32 es de la forma

) (l’, Yy, Z) = Z (Cblieaix + Clzi@_aﬂ) (blieﬁiy + bgie_ﬁiy) (cliewz + CQZ‘B_WZ)
(2.40)
todas las constantes se obtienen con condiciones en la frontera

Ejemplo:Tira Semi-infinita

Este es un problema de dos dimensiones donde ® = ® (x,y); de tal manera
que se asume que v = 0 y (2.6) se convierte en o + % = 0. Asf que o = i3,
donde se asume que 3 > 0, por lo que (2.10) se convierte en

®(z,y) = Z (A1n€Pn® 4+ Agpe™Pn") (Bine™Y + By,e Fn¥) (2.41)

n
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Las condiciones de frontera para este problema son

enz = 0 ®(0,y) = (2.42)
enx = L O (L,y) = (2.43)
eny = 0 ® (2,0) = f(x) (2.44)
eny — o0 ® (z,00) = (2.45)

Donde f (x) es alguna funcién dada, y puede ser producida por una distribu-
cién apropiada de la carga exterior de la tira. Aplicando las condiciones en la
frontera adecuadamente, primero en la ecuacién 2.45 se obtiene que By, = 0,
para cualquier n y haciendo Ay, B>, = A, v As,Bs, = B, la solucién 2.45
toma la forma

O (z,y) = (Ane® + Be ) e~ (2.46)

n

aplicando ahora la condicién 2.42 se llega a

®(0,y) =Y (Ay+ By e MV =0 (2.47)
entonces B,, = —A,, la solucién toma la forma
O (z,y) =Y (2iA,)sin (8,x)e Y (2.48)

aplicando la condicién de frontera 2.43 se llega a
O (L,y) =Y _(2iA,)sin(3,L)e (2.49)

de donde sale que 3,L = nm, osea 3, = “F; n = 1,2,3, ..., haciendo C, =
2jA,, lo que conduce a:

nwy

O (z,y) = Z C,, sin (%) er (2.50)

donde se ha replazado a 2iA, simplemente por A,. Aplicando la tdltima
condicién de frontera 2.44

®(,0)= f ()= C,sin (%) (2.51)
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conocida f (z) se puede determinar A, aprovechando la ortogonalidad de

s (22)
Ji ) s (252) i = 53, G [ sin (222) sin (252) da
0 ) =3 O L, = EPLAm ’ (2.52)
entonces

Cp = %/OL f (z)sin (?) dx (2.53)

conocida la constante ), se introduce como C,, en la ecuacién 2.40 y pode-
mos calcular ® (x,y) en cualquier punto de la tira.
Coordenadas Esféricas

Para este caso la ecuacion de Laplace viene expresada como

) L 1926022 £ 2 (Gnel2) L 2 (L2%)|
v¢<r’9’¢)_r2sin«9{0r rsle ) o % ) T ag \sweas )| =
(2.54)

Utilizando nuevamente el método de separacién de variables y tomando como
solucién a

O (r,0,0) =R(r)O(0) V(o) (2.55)

introduciendo esta ecuacién 2.54 se tiene

1d [ ,dR 1 d (. dO 1 v
L 9 (D) LY 2.
Rdr (T dr>+@sin9d9 (Sme >+\Ilsin29dgz52 0 (256

como el primer sumando depende unicamente de r, podemos escribir

1d [ ,dR 1 d (. dO 1 d*0
—_ - e — ) — ————— =\ 2.57
Rdr (T dr) O sin 0 d (Sm d@) Usin® 0 do” (257)
donde X es la constante de separacion, entonces
d*R dR
2— _— g
" + 2r - AR =0 (2.58)

esta ecuacién diferencial es de la forma: 2%y” + pxy’ + qy = 0, donde p y ¢

son constantes, denominada ecuacién de Euler. En este casop =2y ¢ = —\;
la ecuacién indicial es: m(m —1) +2m — XA = 0, o sea m?> + m — XA = 0;
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entonces los exponentes son % (—1 +v1+ 4)\), por consiguiente la solucién
general de 2.58 es

R(r)= Ar=3HV T 4 g sV (2.59)

para garantizar que R (r) tenga un valor en 7 = 0 y también para cuando
1 / 1 _ - _
r — 00, entonces —s3 + A+ 7 = 1, n entero no negativo, entonces A=

n(n + 1); por lo que la solucién 2.59 se escribe como
R(r)=Ar" + Br—! (2.60)
De la ecuacion 2.57 deducimos que

1Y
U dy?

B .5, sinfd [/  dO
n(n+1)sin“6 5 0 (sm@de (2.61)

pudiendose escribir entonces

1 d?U
entonces 2T
Fr BY =0 (2.63)

Suceden tres casos:

1.Sif=0= VU (¢) = Ci¢p+ Cs la cual no cumple que ¥ (¢ + 27) = U (),
condicién de univaluada.

2818 < 0= f=-a%acRe= UL — 02T (¢) = 0 = T (¢) =
Cre*® + Che™? que tampoco cumple con la condicién de univaluada.

3.818>0=f=m?meRe = T 4 m2¥ (¢) = 0 = ¥ () =
Age™? para que cumpla la condicién de univaluada se tiene que ¥ (¢ + 27) =
AgemPHIm) = A emeimIT = A eimid = U (¢), si 2T = 1 = cosm2m +
1sinm2m = 1 = m es un entero

Por lo que la solucién toma la forma:

U (¢) = Age™? (2.64)

m es entero, porque nos garantiza que la solucién de 2.63 cumple la condicién
de univaluada unicamente cuando ¢ se aumenta en 27.
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De la ecuacién 2.61 se deduce que

e .5, sinfd [ dO
m® = —n(n+1)sin6 5 o0 (Slnede (2.65)
entonces

sin Hd% (sin 0%) + [n(n+1)sin*0 —m*|© =0 (2.66)

Haciendo el siguiente cambio de variable: u = cos 6, se llega a

(1—u?) % {(1 —u?) %1 +[(1-v)n(n+1)—m?’]©@=0  (2.67)

Pudiendose escribir como:
9 S m
(1-v?)—=—% —2u—+|n(n+1) - — |0 =0 (2.68)
U U U

esta es la “Fcuacion Asociada de Legendre” cuya solucién son las “Funciones
Asociadas de Legendre”:

zn d"P, (u)

- (2.69)

P (u) = (1—u?)
donde se tomam = 0,1,2,...,nylos P, (u) son los “Polinomios de Legendre”

que vienen dados por:

1 dn n
Po(w) = gom7ms (u* —1) (2.70)

Para valores negativos de m, se puede aplicar la identidad:

n=m)t b (2.71)

P (U) = (_1)m (n+m)‘ n

Se acostumbra escribir la solucién de la parte angular de la ecuacién de
Laplace © () ¥ (¢), teniendo en cuenta las respectivas soluciones como:

Y™ (0,¢) = Ce™P™ (cos ) (2.72)
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obtenidas a partir de dos conjuntos de funciones ortogonales, {eim‘z’, 0<op< 27r}
y {P (cosf), 0 <6 < m}, son ortogonales sobre la esfera unidad y se les lla-
ma “Armdnicos Esféricos” . El coeficiente C, real, se elige de tal manera que
los Y, constituyan un sistema ortonormal de funciones:

2 s
/ do / sin Y™ (0, ) Y7 (6, ¢) d = dnn'Smm/ (2.73)
0 0

de donde se puede obtener el valor de C', dado por:

1

m | (2n+1) (n—m)!]?2
C=(-1 2.74
Sl 2

de tal manera que los arménicos esféricos se escriben como:
1
m|[@Cn+1)(n—m)2
ym = (-1 me pm 2.

70.0) = (1 [P e st (219

para valores negativos de m se usa la identidad:

Y (0,9) = (=1)" Y, ™ (0,9) (2.76)

n

Cuando el potencial @ es independiente de ¢ (simetria alrededor del eje Z),
entonces m = 0 y la ecuacién 2.67 se convierte en

d de
(1—u2)@ [(1—1@2) %} +(1-v)n(n+1)0=0 (2.77)
entonces p 40
%{(l—ug) @] +n(n+1)© =0 (2.78)
0 sea 26 56
J— 2 —_— —_— ==
(1—u?) e 2u o +n(n+1)© =0 (2.79)

que es la denominada Fcuacion de Legendre, cuya solucién son los denomi-
nados Polinomios de Legendre, vistos anteriormente.

1 d"(u?—-1)"
~ 2npl du™
Ahora podemos decir que la solucién de la ecuacién de Laplace en coorde-
nadas esféricas, con simetria alrededor del eje Z, es

O (0) = P (u)

(2.80)

®(r,0) = i (Aur™ + Byr ™) P, (cos6) (2.81)

n=0
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Figura 2.9: Lineas de campo eléctrico después de introducir la esfera conductora
descargada. La direccién inicial del campio es Epu,.

Ejemplo

Esfera sélida conductora descargada dentro de un campo eléctrico inicial-
mente uniforme Eq (figura 2.9)
Las condiciones de frontera son las siguientes

E(r0)|, o =-V(r0) | =Eq= Fou, (2.82)

o sea
D (r,0)],—0 = —FEoz+cte=—Eyrcosf+ cte. (2.83)
®(r,0)|,=r = o (2.84)

Desarrollando la ecuacién 2.81 se llega a

B B 1 B
O (r,0) = A0+TO+A1TCOSQ+T—21COSQ+§ <A27"2 + r—;) (300829 — 1) + ...
(2.85)

Aplicando la condicién de frontera 2.83 se ve que: Ay = —FEyy A, =0 para
n > 2.
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Ahora el término Byr~! produce un campo radial que es compatible con un
conductor esférico que tiene una carga total neta, en este problema la esfera
estd descargada por lo tanto By = 0

Al tener en cuenta la condicién de frontera 2.84, se observa que el potencial
debe ser independiente de la coordenada 6, entonces los dos términos en que
interviene cos 6 se eliminan, pero los términos con potencias inversas mayores
que 72 no pueden eliminarse entre si debido a que contienen funciones de
Legendre diferentes, o sea que B, = 0, para n > 2. Por lo tanto la solucién
queda:

B
®(r,0) = Ay — Egrcost + —21 cost; r> R (2.86)
r
entonces
D (R,0)=®) = Ay =Dy y B) = ER* (2.87)
Por lo tanto la solucién definitiva para este problema es
EyR?
O (r,0) = &g — Egrcosf + 02 cos 6 (2.88)
r

El campo eléctrico correspondiente es

E(r,0) = —V® (1,0) = —, (%f) _ GQ% (g%’) (2.89)

una vez calculado el gradiente y organizando los términos se llega a
. 2R3 N R3
E(r,0) =u,.Ey (1 + —3> cost — ugE) (1 — —3) sin @ (2.90)
r r
Evaluando el campo eléctrico en la superficie de la esfera

E (R,0) =u,3E,cos0 (2.91)

o sea perpendicular a la superficie esférica, como era de esperarse, por con-
siguiente la densidad superficial es

o (9) = EoE (R, 0) = 3€0E0 cosf (292)
y la carga total en la esfera conductora es

2w s
Q= //a (0) da = 3€0R2E0/ dgb/ sinf cosfdf = 0 (2.93)
0 0

esfera

como se habia dicho en el enunciado del problema.
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Figura 2.10: Condesador esférico de radio interior a y radio exterior b.

Ejemplo

Problema con simetria esférica. En este caso ® = ® (r), o sea que %—g’ =
g—i = 0, la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas se convierte en

Ld (,2dB) _
rzdm(?” ) =0—
2 =cte = —A =

F=—a=
A
(r)==+B (2.94)

Ay B son constantes que se determinan con las condiciones de frontera.

Ejemplo

Condensador esférico. Considerando dos conductores esféricos concétricos,
y asumiendo que la esfera interior tien una carga ¢ y que la exterior estd a
un potencial ®;,, como se muestra en la figura 2.10
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Tomamdo como solucién la del ejemplo anterior, ecuacion 2.94, se tiene que

dd . A
Vo —%ur =-E= —ﬁuT (295)

Aplicando la ley de Gauss para la esfera de radio r = a, se tiene

// Enda—— // da——47ra =47 A = —=>A: d
€0 47req

esfera Sq esfera Sa

Por lo que la solucién quedard como

q

d(r)= B 2.96

(r) Amegr + ( )

ahoraenr =0, » = ¢, = 47r5 7+ B = B=®&,— b, remplazando en 2.96
se tiene -

4q

O(r)y=—|(-—= ) 2.97

(r) 4re (7" b> i (2.97)
El potencial en la esfera de radio r = a serd
q 1 1

o, = -— = ) 2.98

4rep (a b) i (2.98)

La capacitancia se define como la razén de la carga en la esfera interior y la
diferencia de potencial, o sea de 2.98

q _ Amegab

C:<I>a—<I>b_ b—a

(2.99)

Si b — oo entonces C' — 4mega que dé la férmula de la capacitancia para
una esfera aislada. Las unidades de € es £ y la de C Faradio (F).

2.4. Problemas

1. Demostrar la unicidad de la solucién de la ecuacién de Laplace

2. Un conductor cilidrico de radio a infinitamente largo y recto tiene una
carga A\ por unidad de longitud. Encuentre el potencial a una distancia R del
eje del cilindro.

3. Un condensador estd hecho de dos grandes placas conductoras paralelas
cada una de drea A, las cuales estdn separadas por una distancia pequena d.
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Y
omb——% @y
©=0 =0
S ®=0 (a0)

Figura 2.11: Tubo de seccién rectangular del problema 7.

La diferencia de potencial entre las placas es A®. Encuentre la densidad de
carga 0 y —o en la superficie de las placas. Demuestre que la capacitancia es
C = %. No tenga en cuenta el efecto en los bordes de las placas.

4. .Una distribucién esférica de carga se caracteriza por una densidad de carga
constante p para r < R. Para radios mayores que R, la densidad de carga es
nula. Hallese el potencial solucionando la ecuacién de Poisson. Verifique este
resultado evaluando la integral dada por la ecuacién 2.15.

5. Encuentre el potencial electrostético, ®, dentro de un cubo de lado L,
con un vertice en el origen y en el primer octante. No hay carga dentro del
cubo. El potencial sobre la cara z = 0 tiene valor ®, y el potencial en todas
las otras caras es cero.

6. Resolver la forma bidimensional de la ecuaciéon de Laplace expresada
en coordenadas polares (R, ¢) (cilindricas para z = 0) por el método de
separacion de variables. Demostrar que la solucién general puede estar escrita
como

[e.e]
®(R,0) =AoInR+ By+ >, R"(A,cosng+ B,sinng)
A0
7. Aplicar el resultado del problema anterior para encontrar el potencial de un
conductor cilindrico infinito descargado y puesto a tierra, en un campo eléc-
trico inicialmente uniforme y perpendicular al eje del cilindro. Hallar ademds
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el campo eléctrico para puntos fuera del cilindro y la densidad superfiacial

de carga.

8. Encontrar el potencial ® (x,y) en cualquier punto de un tubo de seccién

rectangular que se muestra en la figura 2.11, con las condiciones de frontera

dadas en la misma figura.

Respuesta:

sinh "T"y)
b

(
(=

O (z,y) = Z A, sin (%x) b (220)

n=0

donde
A, =2 [['sin (222) f (z) do

9. Una esfera conductora de radio R que tiene una carga total () se coloca en
un campo eléctrico inicialmente uniforme Ej. Héllese el potencial y el campo
eléctrico en todos los puntos exteriores a la esfera.

10. Considere dos cilindros coaxiales. El cilindro interior de radio a y a un
potencial ®,, el segundo cilindro de radio b > a y a un potencial ®,. Calcular
el potencial y el campo eléctrico en la regién entre los cilindros.

2.5. Problemas Varios de los Capitulos 1 y 2

1. Una esfera conductora de radio R tiene una carga () uniformente distribui-
da. Calcule el campo eléctrico y el potencial en puntos r > Ry r < R. Haga
un gafico de cada una de estas funciones para 0 < r < oo.

2. Tres cargas se disponen en forma lineal. La carga —2¢q se coloca en el
origen, y dos cargas cada una de +¢ se colocan en (0,0,1) y (0,0, —[), re-
spectivamente. Héllese una expresién relativamente simple para el potencial
® (r) vélida para distancias |r| > [.

3. Dado un cilindro circular recto de radio R y longitud L que tiene una den-
sidad volumétrica de carga uniforme p,. Calcular el potencial electrostético
en un punto sobre el eje del cilindro y externo a la distribucién de carga.

4. Dada un region del espacio en que el campo eléctrico es paralelo al eje X
en todos los puntos. Demostrar que el campo eléctrico es independiente de y
y z en esta regién. Si no hay carga en esta regién, demostrar que el campo
también es idependiente de x.
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5. Dos cédscaras conductoras esféricas de radios a y b se disponen concén-
tricamente y se cargan a los potenciales ®, y ®, respectivamente. Si b > a,
héllese el potencial en puntos entre las cédscaras, y en los puntos r > b.

6. Dos céscaras cilindricas largas de radios a y b se disponen coaxialmente
y se cargan a los potenciales ®, y ®,, respectivamente. Si b > a, hallese el
potencial en puntos entre las céscaras cilindricas.

7. Hallar la solucién a la ecaucion de Laplace en el interior de una regién
rectangular 0 < x < 2; 0 < y < 3, sujeta a las siguiente condiciones de
frontera

® (2,0) = P (0,y) =1 Voltio
O(2,y) = (,3) =0

8. Un dipolo de momento p tiene la direccién del eje +7 y estd situado en
el origen de coordenadas. Un segundo dipolo de momento p estéd centrado en
el punto (a, 0, a) y sefiala hacia el origen. Calcular la fuerza sobre el segundo
dipolo.

9. Hallese el potencial de un cuadrupolo axial: cargas puntuales q, —2q, q
estan colocadas en el eje Z a distancias [, 0, —[ del origen. Héllese el potencial
sélo a las distancias r > [, y demuéstre que este potencial es proporcional a
uno de los arménicos de zona [P, (cos 0)].

10. Un electrodo de forma hiperbdlica (xy = 4) estd colocado por arriba de
una esquina puesta a tierra de dngulos rectos como en la figura 2.12. Calcule

® y E en el punto (1,2,0) cuando el electrodo se conecta a una fuente de 20
V.
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Figura 2.12: Digrama para el problema 10.
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Capitulo 3

Electrostatica en la Materia

3.1. Introduccion

Como atin se sigue en electrostatica, las ecauciones de Maxwell que se uti-
lizaran serdn:

V-D=pyVXE=0,
y se puede continuar usando
E=-Vo.

El potencial sin embargo no necesariamente satisface la ecuacién de Poisson,
porque se debe utilizar la ecuacién general

D =¢E+ P,
combinando estas ecuaciones queda que
—¢V*®+V-P =p.
en general P es una funcién de E y por lo tanto de .
P=P(E)=P(-V2).

Existen materiales, denominados dieléctricos, que se pueden polarizar por la
accién de un campo eléctrico externo y quedan con polarizacién permanente.

61
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3.2. Dieléctricos Lineales

En estos casos las componentes de P son directamente proporcionales a la
primera potencia de las componentes de E. En general la relacién es

P:If =€ XxxEﬂ? + XxyEy + szEZ)
Py = €p Xya:EI —+ nyEy -+ XyzEz (31)
P, = ¢ (XzzEx + XzyEy + XZZEZ

Los materiales descritos por la ecuacion 3.1 se denominan diléctricos lineales.
Como se puede observar P no es paralelo a E y por lo tanto D tampoco es
paralelo a E. Los coeficientes de proporcionalidad y;; son conocidos como las
componetes del tensor suceptibilidad eléctrica.

3.3. Dieléctricos Lineales Isotrépicos

Se aumird que el diléctrico es lineal y en cada punto del diléctrico sus
propiedades eléctricas son independientes de la direccién de E, con esta nue-
va condicién el dieléctrico es isotrépico. En este caso P es necesariamente
paralelo a E, y la realcién sera:

P :XeGUE (32)

donde y, se denomina suceptibilidad eléctrica.
Combinando las ecuaciones 1.27 y 3.2 queda

D =(1+ x.) €©E =k.6E =cE (3.3)

donde
ke =1+ X, permitividad relativa (3.4)
€ = Re€g Permitividad eléctrica (3.5)

De la ecuacién 3.3 se puede ver que D es paralelo a E. Puesto que V - D =p,
entonces se puede escribir, teniendo en cuenta la ecuacién 3.3,

V-D=p=V-(E)=—-V-(eVD),
o0 sea
V- (eV®)=—p (3.6)
En este caso € varia de un punto a otro dentro del dieléctrico, o sea
e=c¢€(x,y,2)

Debe entonces asumirse otra condicién para simplificar la ecuacién 3.6
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3.4. Dieléctricos Lineales Isotrépicos Homogé-
neos ([,i,h)

Se asumird que las propiedades eléctricas son independientes de la posicién,
estos materiales eléctricamente se denominan homogéneos. Generalmente los
gases, liquidos y algunos sélidos caen en esta catergoria. En este caso € es una
constante caracteristica del material. Por lo que la ecuacion 3.6 se convierte
en:

V. V=V =-_"L (3.7)

€
obteniendose asf la ecuacion de Poisson, cambiando la constante ¢, por €. Por
lo que se puede utilizar la solucién de esta ecuacién en el vacio simplemente
haciendo el cambio de la constante ¢, por €.

Usando la ecuacién 3.3 y las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones
1.66 y 1.69, se pueden expresar completamente en términos de E.

ﬁ . (€2E2 - €1E1) =0 (38)

fix (Ey—E;) =0 (3.9)

En la ecuacién 3.8, la componente normal de E no es continua en la superficie
de separcion de los dos medios diléctricos, mientras que la componente tan-
gencial si es continua en la superficie de separacion. La situacién se muestra
en la figura 3.1, donde Es no es paralelo a E; y la direccién de E cambia en
la frontera; se dice entonces que las lineas de campo eléctrico se refractan al
pasar la frontera.

Un caso interesante es cuando en la superficie de separacién entre un medio
dieléctrico y el vacio, y ademés o = 0. Si se usa la condicién de frontera dada
por la ecucién 1.66, tomando el medio 2 como el vacio, queda

n-(eE; — D) =n-[gE; — (¢E; + P1)] =0,

O sea
P,

n-(E;—E)=n-
€o

(3.10)
Es necesario recalcar que E estd determinado por todas las cargas; entonces
por analogfa en el caso de D en la ecaucién 1.66. se puede interpretar la
ecuacién 3.10, diciendo que la discontinuidad en la componente normal de E
proviene de la densidad de carga ligada, dada por
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meadio 2

medio ]

Figura 3.1: Comportamiento del campo eléctrico cuando pasa de un medio a otro.

»_§. P

€0 €’

O Sea
o, =f-P=P, (3.11)

Pudiendose concluir que la densidad de carga ligada en la interface entre un
diléctrico polarizado y el vacio es de magnitud igual a la componente normal
de la polarizacién.

3.4.1. Ejemplo 1

Campo eléctrico producido por de una carga puntual dentro de un
dieléctrico [, 7, h.

Considerando una carga puntual +¢q en un dieléctrico [,7,h de extension
infinita, caracterizado por una permitividad relativa o constante dieléctrica
Ke-

Si la carga +q se situara en el vacio, el campo eléctrico seria radial. Pero
como E, D y P, en cada punto, son todos paralelos entre si, la naturaleza
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Figura 3.2: Carga puntual +¢ dentro de un medio dieléctrico [, i, h.

radial del campo no cambia por la presencia del dieléctrico. Si se aplica la
ley de Gauus, ecuacién 1.28, e integrando ambas partes sobre la esfera de

radio r de la figura 3.2, se tiene // V -Ddv = /// pdv = ¢;

esfera esfera

aplicando el teorema de la divergencia se llega a

/ D-nda = g,

S, cerrada

entonces
47r®D = q,
entonces
D=L,
Se puede escribira ahora
qr

Ccomo
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D =cE =¢ykE;
entonces
qr
E=——1— 3.13
degkers ( )
y ademads
P=¢(k.—1)E,
se tiene que
qr (ke — 1)
P= 3.14
AT Rker3 ( )

En la ecuacién 3.13 se puede apreciar que el campo eléctrico es menor en un
factor k. de lo que seria si no existiera medio dieléctrico.

A continuacion se hara un analisis més detallado de la situacién; como el
campo eléctrico tiene su origen tanto en la carga libre como la ligada. La

carga libre es solamente +¢q y la ligada viene dada por las ecuaciones 1.26 y
3.11

pp=—V-Pyo,=Pn

sobre la superficie del dieléctrico en contacto con la carga puntual. Se puede
apreciar en la ecuacion 3.14 que

V -P =0, ya que V- (T%) =0.

La carga puntual es un punto en el sentido macroscopico, realmente, es grande
tomando como base una escala molecular, y se le puede asignar un radio b,
que finalmente se hard tender a cero.

Qp = limdrd? (P5),_, = lim4nl? [% : (—ﬁr)} = — =14 ahora la

z, _ _ q ¢
carga total serd: Q = @, + ¢ = =. Puede verse ahora més claramente por
qué el campo eléctrico es un factor k., menor de lo que serfa sin la existencia
del medio dieléctrico.
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Figura 3.3: Un campo eléctrico se distorciona por la presencia de una esfera dieléc-
trica, aqui se muestran las lineas de campo eléctrico.

3.4.2. Ejemplo 2

Esfera sélida diléctrica dentro de un campo eléctrico inicialmente
uniforme Ej (figura 3.3)

El campo eléctrico se puede expresar como E = u,FEy; se supondra que el
diléctrico es [, 7, h y que se caracteriza por una constante diléctrica k.; ademas
no tiene cargas libres; por lo tanto el potencial eléctrico dentro y fuera de la
esfera satisface la ecuacién de Laplace.

V20 =0 (3.15)

Ademads por simetria se observa que & = @ (r, §). Tomando la solucién general
(2.42); para puntos fuera de la esfera

Oy (r,0) = Z (Anr" + Bnr’"’I) P,(cosf) r>a (3.16)
n=0
y para puntos dentro de la esfera
Dy (r,0) = Z (A;T” + B,,lr_"_l) P,(cosf) r<a (3.17)
n=0

entonces
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®y (r,0) = Ag + Bor~' + Ayrcosf + Byr—2cos + - - -

®y (r,0) = Ay + Byr + Alrcosd + Byr~2cos + - -

Como en el caso de la esfera conductora solamente se necesitan los términos
escritos. No se necesita el término 7~! ( en ambos casos) puesto que su
presencia implicarfa carga neta en la esfera, o sea

By = By = 0.

Como aparecen las constantes Ag y AE) para los potenciales, que al calcular
el campo se anulan, podemos hacerlos cero sin pérdida de generalidad o sea

Ag= Ay, =0.
Una condicién de frontera serd:
Dy (1,0) |00 = —FEorcost = Ajrcos = Ay = —E (3.18)

Para @, (r,0) el término que contiene 72 implicarfa que el potencial en el
centro de la esfera fuera infinito y seria posible si existe un dipolo eléctrico
en el centro de la esfera y en realidad este no es el caso; o sea

B, =0.
Por todo lo anterior los potenciales toman la forma:

@, (r,0) = —Fyrcosf+ Bir*cosf; r>a (3.19)
Dy (r,0) = Ajrcosb; r<a (3.20)
Aplicando la condicién de frontera:
Elt = E2t - E19 |r:a = E29 |r:a - _%% r=a — _%% r=a

entonces

—FEpasinf + Bia?sinf = Ajasin 6,
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al simplificar llegamos a
By /
Eo(l - ? = —Ala (321)

Para el vector desplazamiento eléctrico la condicién de frontera, al no existir
carga libre en la superficie de la esfera, se convierte en:

_ _ 0P _ od
Dln = D2n - Dlr |T:a - D27‘ |T:a = —€p 87“1 r=a — Ke€0 87“2 |T:a

entonces
i
€0l cos O + 2% cos ) = keegA; cos b,

al simplicar queda

2B, /

De las ecuaciones 3.21 y 3.22 se obtiene las constantes By y A} :

(Fe—1)

By e 2)a3E0 (3.23)
, 3E
A = —— +°2 (3.24)

de tal manera que las soluciones para los potenciales se pueden escribir de la
forma:

@y (r,0) = —Eo|1— re — 1) @ 0; r> (3.25)
1(r,0) = 0 13) 7 rcost; r>a .
3Ey
= — . < .
by (1, 0) (fie+2> r cos 0; r<a (3.26)

Las componentes del los campo eléctricos vienen dadas por:

Ey, = _% =F, [1 +2 (:‘f;;) “—3] cos 0/

r>a 3.27

Eiy= 128 _ _F, [1— (g—;;) —] sin 6 327
EQT = _ 9% = (3E0 ) COSQ

or Ret2 r<a (3.28)

By = —18%2 = _ ( 3Eq ) sin ¢

Ke+2
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Figura 3.4: Esquema de los vectores en coordenadas esféricas.

Se comprueba a continuacién que el campo eléctrico dentro de la esfera dieléc-
trica es paralelo al campo inicial. A partir de la figura 3.4 se tiene que:

Eq = Eycos 0u, — Ejsin 0uy (3.29)

por otro lado

N 3E, PN 3FE, N o~
E, = cosbtu, — ( +02) sin fuy = < +02) (Eq cosu, — Eqgsinfuy)

' ' (3.30)

por lo tanto
3Eg
E;, = 3.31
2 Ke + 2 ( )
Ademis se puede apreciar que Eq no es perpendicular a la superficie esférica,
como sucede en el caso de la esfera conductora.

El vector desplazamiento eléctrico viene dado por

Dy, = eo B = 0By [1 + 2 (:e;;) 2 cosd
‘ s r>a (3.32)
Dyg = €9 = —coFo [1 - (F”e_1> =

Ke+2 3 SIn 0

_ _ 3E
Dy, = Kooy = Ke€o <Re+°2> cos 6

r<a (3.33)

3E .
Doy = Ke€cgFop = —Ke€o <He+°2> sin 6
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— =

—_— _\__\___\_\---- \/
Y .

Figura 3.5: Lineas de campo para el vector D.

Las lineas de campo para el vector desplazamiento eléctrico se ilustra en la
figura 3.5

La polarizacién en la esfera se encuentra de la siguiente manera:

P. = Dy, — ¢Fs, = 30l 50 — 3%9L0 o5¢

Ke+2 Ke+2
entonces
Pr = E:Z;;;gﬁoEo cosf = €0 (Iie — 1) EQT
Py = Dag — g9 = €g EZ:L;; (=3Epsint) = € (ke — 1) Eap.

Por lo tanto el vector polarizacién se escribe como:

Ke — 1
P = 360 (/ﬁ; T 2> EU (334)

e

lo cual comprueba que para un diléctrico [, i, h la polarizacién es paralela al
campo que la produce.
Ahora se puede expresar E5 en términos de P como:

3E 3E Ke—1
EQZ(,{E—fm:Eo—i—m—Eo:Eo—(m)Eo
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Figura 3.6: Aqui se ilustra la situacion dentro de la esfera dieléctrica.

entonces
P

E,=E;,— — (3.35)
360
O sea que el campo dentro de la esfera es menor que el que existia inicial-
mente; se puede decir que hay un campo denominado “campo interno” cuya
expresion es:

P
360

esta situacion se ilustra en la figura 3.6

Ein = (3.36)

3.5. Cavidad. “Definiciones” de E y D.

Los dos ejemplos anteriores ilustran la importancia que tienen las cargas
ligadas en la superficie de separacién entre un medio dieléctrico y el vacio. Si
se considera el problema de calcular el campo dentro de una cavidad hecha
dentro de un dieléctrico se puede observar que es bastante complicado, y el
grado de complicacién depende de la forma de la cavidad. Sin embargo para
casos especiales los campos dentro de la cavidad son exactamente iguales a los
valores de D y E en el dieléctrico. Siempre estos resultados fueron sugeridos
por el uso de las definiciones experimentales de estos vectores, porque como
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L

Figura 3.7: Cavidad dentro de un medio dieléctrico en forma de cilindro recto de
pequena altura, el campo eléctrico en el dieléctrico es paralelo a su eje.

se verd ellos indican la manera como determinar los vectores en el dieléctrico
por medio de mediciones hechas en la cavidad.

La primera cavidad se muestra en la figura 3.7, es un pequeno cilindro recto
cuya altura es muy pequena comparada con el radio de la base y estd hecho
de manera que su base es perpendicular al campo del dieléctrico. Si se con-
sidera un punto cerca del centro de la cavidad, las orillas estaran demasido
lejos para afectar los campos, asi que D, (en la cavidad) serd paralelo a D
(en el dieléctrico). Puesto que por construccion las unicas componentes son
las componentes normales, que son continuas, de acuerdo a la ecuacién 1.67
se tiene que D. = D,

entonces

_D. _ D
Ec—éop—g.

Si ahora se imagina una pequena carga de prueba dq colocada en la cavidad
y se mide la fuerza F sobre ella, se tiene

F =§¢E. = 6¢2,
de tal manera que

D —«F

6q
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Figura 3.8: Cavidad alargada en forma de aguja en un medio dieléctrico, hecha
paralela al campo eléctrico.
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por lo tanto en principio se puede medir D en el dieléctrico, midiendo la
fuerza sobre una pequena carga de prueba.

Ahora es vez de la cavidad anterior se supondra una cavidad alargada en
forma de aguja hecha con el eje paralelo a E, como se ve en la figura 3.8.
Cerca del centro de la cavidad los efectos de las esquinas seran desprecia-
bles y E. (dentro de la cavidad) serd paralelo a E (en el dieléctrico). Puesto
que solamente se tienen componentes tangenciales, por contruccién, y son
continuas de acuerdo a la ecuacion 1.69, de tal manera que

E.=E.

La medida de la fuerza en la carga de prueba colocada en esta cavidad permite
escribir

Por lo tanto para este tipo de cavidad se estd en capacidad de conseguir la
determinacién de E en el dieléctrico.

3.6. Energia Electrostatica

En esta seccion el objetivo es calcular la energfa requerida para establecer una
configuracion de carga dada, comensado por calcular el trabajo W necesario
para mover una carga puntual ¢; desde un punto a hasta otro b dentro del
campo eléctrico producido por una carga puntual gs.

b b b
d 1 1
W:—/F-dl:—ql/E-dl:—q”2 T_ne (- _ ) _y,-u,
drmey | 12 Admeg \1p T,
(3.37)
donde U es la energia potencial del sistema de las dos cargas, 1, y 7, son las

correspondientes separaciones. Si no se tiene en cuenta la constante aditiva
se puede escribir la energia potencial debido a dos cargas puntuales como,

Uy = (3.38)

donde 715 es la distancia de separcién.
La energfa total para un sistema de cargas puntuales serd
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_lE E .._lE E &_lg ) 5
Ue 2 UZ] 2 dmegri; 2 4 Amegri;

R i g i JF

Recordando la ecuacién 1.32, la ultima sumatoria es ®;, el potencial eléctrico
en ¢; debido a las demds cargas, o sea

1
Ue = 5 Z ¢:P; (3.39)

como la carga eléctrica se clasifica en libre y ligada la ecuacién 3. 39 se escribe
como

1 1
Ue = Ue, libre T Ue, ligada — 5 % Qz(f)(I)z + 5 % Qz(b)q)z (340)

la primera sumatoria se hace sobre las cargas libres y la segunda sobre las
cargas ligadas. Es asf como se puede dividir la energia de la distribucion
de carga, en una asociada a la distribucién de crga libre y una asociada a
la distribucién de carga ligada. Es necesario recalcar que ®; es el potencial
debido a todas las cargas.

Considerando sélo la carga libre y suponiendo una distribucién continua de

densidad p, se tiene
1
Ue’ libre — 5 /// pq)d?] (341)
v

Usando las ecuaciones 1.28 y 3.41 queda

1
Ue7 libre — 5 /// dV - Ddv (342)
1%

Usando el hecho que

y ademads

V. (#D)=®V-D+D-V®=0V-D—E-D,
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de la ecuacién 3. 42 se llega a

Ue,zm:l///E-DdHl// V- (®D)dv
///E D + 1 // 3D fida (3:49)

S cerrada

Para una distribucién finita de carga y para puntos lejanos de ella, se cumple
que

O~ L |D| ~ L. Area ~ 12,
T T

// <I>D~ﬁda~l—>0,sir—>oo,
T

S, cerrada

entonces

convirtiendose la ecuacién 3.43 en

Ue, tibre = ///E Ddv (3.44)

Ahora la energfa por unidad de volumen viene dada por

1
Ue,f = §E - D : Densidad de energia electrostdtica (libre) (3.45)

Este es un resultado general, en el caso de que D =¢E, la ecuacién 3.45 se
convierte en

1 D?
E D =—cE* = 3.46
el =5 27 T 2 (3.46)
Se tratard ahora la energfa asociada a las cargas ligadas, y asumiendo una
distribucién continua de densidad p, = —V - P. Similarmente como en el

caso anterior, se puede decir que,

Ue, tigada = 5 /// p,Pdv =
_%///cpv Pdv——— /// P.Edv (347

Dzelectmco
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la densidad de energfa asociada a la polarizacién sera:

1 1
Uep — EP ‘E = —EeoerQ (3.48)

El factor % en las expresiones anteriores se debe a que el cédlculo se hace por
grupo de cargas.

Un caso muy interesante es el de un grupo de cargas en presencia de un
campo eléctrico externo, o sea

e, libre — Z% Doy — /// ,Oq)ext dv = // D-E..;dv (349)
e, lzgado qu ert. — /// pp(bea:t dv = —///P . Eewt,d'l) (350)

donde ®.,; y E..; son producidos por un sistema externo de cargas.

3.6.1. Ejemplo 3

Energia de un dipolo eléctrico permanente en un campo eléctrico
externo

Considerando un dipolo eléctrico permanente con la la carga positiva en la
posicién r+dr y la negativa en r, como se muestra en la figura 3.9; el momento
dipolar eléctrico serd p =qdr, utilizando la primera parte de la ecuacién 3.50

Ué, dipolo = —qPest. (v) + qPest. (r+dr) = q [Pegr. (r+dr) — Py (r)]  (3.51)

entonces

Ué, dipolo — qdq)e:pt. = qdr ' Vq)e:pt. =P E (352)

ext.

Ahora, utilizando la segunda parte de la ecuacién 3.50

e, dzpolo - ///P Eext dv = _Eext /// Pdv = ezt. (353)

dipolo dipolo

igual que el resultado anterior.
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+q
dr

-4 r+dr

Figura 3.9: Dipolo eléctrico permanente.

3.7. Problemas

1. Dos medios dieléctricos con constantes dieléctricas x, y ko se separan por
una superficie plana. No hay carga libre en la superficie de separacién. Héllese
una relacién entre los dangulos 6, y 6, siendo éstos los angulos que forman
una recta arbitraria de desplazamiento eléctrico con la normal a la superficie
en cada uno de los respectivos medios.

2. Dos grandes placas conductoras paralelas estdn separadas una distancia
d. El espacio entre ellas contiene un material diléctrico de constante x.. La
densidad de carga libre es o en una placa y —o en la otra. Hallar el valor de P
en el dieléctrico y la densidad de carga ligada en la superficie del dieléctrico
en contacto con la placa cargada positivamente.

3. Considerando el ejemplo 2 demostrar que el campo eléctrico producido,
en el centro de una esfera dieléctrica, por la carga ligada superficial es exac-
tamente —%, como lo predice la ecuacion 3.36.

4. Dos cargas puntuales ¢ y —q estdn inicialmente en el vacio separadas una
distancia a. Una losa de dieléctrico de espesor d < a se introduce en medio
de las dos, con las caras perpendiculares a la linea que une a las cargas.

Demostrar cualitativamente que la fuerza sobre ¢ es incrementada.
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5. Se tiene un condensador esférico de radio interno a y radio externo b,el
espacio entre las esferas conductoras se llena con dieléctrico de la siguiente
manera: un dieléctrico de constante x; entre a y ¢ y otro de constante ks
entre ¢ y b. Demostrar que la capacitancia es

-1
C=drao |-+ (E %),

6. Demostrar que si la densidad de carga libre es cero, la densidad de carga
ligada en un dieléctrico (1,7, h) es siempre cero.

7. Evaluando la ecuacién 3.44 en la regién entre las placas de un condensador
de placas paralelas y que estd a una diferencia de potencial A®, demostrar
que la energfa almacenada es $C (AD)*.

8. Una esfera conductora de radio R en el vacio, tiene carga g uniformente
distribuida en su superficie. Demostrar que la energia electrostatica de la
distribucién es %.

9. Una varilla delgada de dieléctrico de seccién A se extiende sobre el eje
X, desde © = 0 hasta * = L. La polarizacién de la varilla es a lo largo de
su longitud y estd dada por P, = ax? + b. Héllese la densidad volumétrica
de carga ligada y la carga ligada superficial en cada extremo. Demuestre
explicitamente que la carga ligada total se anula en este caso.

10. Un cubo de dieléctrico de lado L tiene una polarizacién radial dada
por P =Ar, siendo A una constante, y r =u,z + U,y + u,z. El origen de
coordenadas esté en el centro del cubo. Héllese todas las densidades de carga
ligada, y demuéstrese explicitamente que la carga total se anula.

11. Demuéstrse la siguiente relacién entre la polarizacion P y las densidades
de carga ligada p, y 0,, para una muestra de dieléctrico de volumen V' y

superficie S.
///Pdv:///pprdv—i- // oprda
v v

cerrada, S

Aqui r =u,x + U,y + U,z es el vector posicién desde cualquier origen fijo.
[Sugerencia: desarrollese V- (zP)]

12. Un conductor cilindrico largo de radio a, que tiene una carga A\ por unidad
de longitud, se sumerge en un medio dieléctrico de permitividad constante e.
Héllese el campo eléctrico a una distancia r > a del eje del cilindro.

13. Un cilindro dieléctrico largo de radio a y constante dieléctrica s, se coloca
en un campo eléctrico uniforme Ej. El eje del cilindro se orienta normalmente
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con la direccién de Eq. El cilindro no tiene cargas libres, determinese el campo
eléctrico en puntos interiores y exteriores al cilindro.
14. Dos placas conductoras paralelas estdn separadas por una distancia d
y se mantienen a la diferencia de potencial A®. Se pone entre las placas
una plancha dieléctrica, de constante k. y de espesor t < d. determinese los
vectores E y D en el dieléctrico y también en el vacio entre el dieléctrico y
una placa. Despreciese los efectos de borde debido a la tamano finito de las
placas.
15. Dos placas conductoras paralelas se encuentran separadas por una distan-
cia d y se mantienen a la diferencia de potencial A®. Una plancha dieléctrica,
de constante dieléctrica k. y de espesor d, se ajusta entre las placas; sin em-
bargo ésta no llena completamente el volumen que hay entre dichas placas.
Hallese el campo eléctrico en el dieléctrico y en la regié de vacio entre las
placas. Héllese la densidad de carga ¢ en la parte de la placa en contacto con
el dieléctrico y en contacto con el vacio. Hallese o, sobre la superficie de la
plancha dieléctrica.
16. Una esfera conductora de radio R flota sumergida a la mitad en un medio
dieléctrico liquido de permitividad €;. La regién por encima del liquido es un
gas de permitividad e;. La carga libre total sobre la esfera es (). Héllese
un campo eléctrico radial del inverso del cuadrado que saisfaga todas las
condiciones de frontera y determinese las densidades de carga libre, ligada
y total en todos los puntos sobre la superficie de la esfera. Formuilese un
argumento para demostrar que este campo eléctrico es el existente.
17. Un campo eléctrico uniforme Ej se forma en un medio de constante
dieléctrica k.. Demuéstrese que el campo en una cavidad esférica en el medio
es:

E =5
18. Se dé una distribucién esférica de carga de radio R y densidad uniforme
de carga p,. Determinese la energia de la distribucién de dos formas (a)
Por integracién directa de la ecuacién 3.41 (b) Por una integracién sobre el
campo, ecuacion 3.44.

3.8. Problemas Varios Capitulo 3

1. La carga total de polarizacién contenida en un volumen de material dieléc-
trico polarizado es nula. Demuéstre esta afirmacién a partir de integrales de
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superficie y de volumen de las expresiones correspondientes. compruebe este
hecho en el caso de un aislador sélido de radio b y longitud L, cuya base
reposa sobre el plano XY. El dieléctrico es (I,4,h), y estd sometido a un
campo dado por: E =ty R? cos ¢ + U,2>

2. Una esfera dieléctrica de radio R tiene una densidad uniforme de carga
libre p,. Demostrar que el potencial en el centro de la esfera es: ® (0) =

2ke+1) po R? C 1
%%’?; ke es la constante dieléctrica.
e

3. Una esfera dieléctrica de radio R estd polarizada de forma que P :ﬁr%,
siendo 1, el vector unitario radial.

(a) Calcular la densidad volumétrica de carga ligada

(b) Calcular la densidad volumétrica de carga libre

(c) Calcualar el potencial dentro y fuera de la esfera

(d) Hacer la grafica de ® (r) desde r =0 ar — oo
4. Se da una céscara esférica de dieléctrico (radio interior a y radio exterior
b) y una carga puntual ¢, infinitamente separada, coléquese la carga puntual
en el centro de la cdscara de dieléctrico. Determinese el cambio en la energia
del sistema.
5. Una concha cilindrica (infinita en la direccién Z) de un material dieléctrico
de constante dieléctrica k., y radios interior y exterior a y b (b > a) respec-
tivamente. Se introduce en un campo eléctrico uniforme Eq y perpendicular
al eje del cilindro. El medio dentro y fuera de la concha es vacio (k. = 1).

(a) Determinar el potencial y el campo eléctrico en cada uns de las tres
regiones: r < a, a <1 < b, r > b.

(b) Discutir los casos limites a — 0 y luego b — oo.



Capitulo 4

Campos y Corrientes
Estacionarios

4.1. Introduccién

El caso estacionario que se tratard a continuacién estd determinado por las
. . . . oJ __ dp 214 sz
siguientes condiciones J # 0, pero 5 = 0 y 3¢ = 0, la tltima expresién

implica que no hay acumulacién de carga en la regién
Para la situacion que se estudiard ahora las ecuaciones de Maxwell a utilizar

son las siguientes
V- B=0yVxH=1] (4.1)

4.2. Condiciones de Frontera

Partiendo de la primera de las ecuaciones de la expresién 4.1

// B-ﬁda:// V- -Bdv=0

cerrada S

tomando como superficie el pequeno cilindro de la figura 4.1, similarmente
como se procedié en el caso eléctrico se tine que: B,,AS — By,AS = 0,

entonces
By, = B1, (4.2)

Esto quiere dedcir que la componente normal de la induccién magnética es
continua cuando atraviesa una superficie de separacién. También se puede

83
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medio 2

. Ban as Hoy Al
_.. K_

T >

%xxxxxxxx
-
—
Efn Hﬂ
medio 7

Figura 4.1: Condiciones de frontera para el caso magnético.

escribir como

f-(Bs—Bi)=0 (4.3)

Tomando en cuenta la segunda ecuacion de la expresion 4.1

]C{H-dlz/s/(VxH)-ﬁda:é/J-ﬁda:I

tomando como la trayectoria C' el rectangulo mostrado en la figura 4.1
Hy Al — Hi;Al = KA, donde K es la componente de la corriente super-
ficial normal al plano de la trayectoria; de donde

HQt - Hlt == K (44)

o también

La discontinuidad de la componente tangencial de H es igual a la densidad
superficial de corriente.

Hasta ahora se habia considerado solamente la situacién estdtica, en la cual
todas las cargas estdn en reposo relativo y en particular se encuentra que es
imposible que dentro de un conductor exista un campo eléctrico. Por otra
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parte al aplicar una diferencia de potencial a un conductor y suministrarle
energia continuamente produciendose un movimiento estable de carga eléc-
trica, esto es, hay corriente eléctrica en el conductor. Este movimiento de
carga implica la existencia de un campo eléctrico dentro del conductor.

El campo eléctrico consevativo no puede abastecer de energfa a las cargas en
el circuito cerrado; por consiguiente en alguna parte del circuito deben estar
las fuentes de energfa. Las m&s familiares de estas fuentes son las baterias;
ellas abastecen de energfa a las cargas a través de reacciones quimicas, si bien
no es inmediatamente evidente, son efectos esencialmente electromagnéticos.
Por simplicidad se dard por sentado desde ahora, que no hay ninguno de estos
campos eléctricos no conservativos dentro de algunas regiones que estaran
considerando, de modo que es vilida la ecuaciéon E = —V ®, tal region serd
el interior de un conductor con corriente.

Por ahora, se va a considerar solamente el caso estacionario en el cual J # 0,
pero %—‘: =0y % = (), como se indica en al introduccién no hay acumulacién
de carga en la regiéon. Entonces, por la ecuacién de continuidad

V-J=0 (4.6)

Si se recuerda, que las condiciones de frontera de la ecuacién 4.3 se obtienen a
)

partir de la ecuacién V - B = 0; se puede escribir unas condiciones similares

para J en la superficie de separacién de dos medios

A (Jo—J1) =0 (4.7)

También se tiene la definicién de J, la corriente total a través de una superficie

S es
I= //J-ﬁda (4.8)
S

La principal ley experimental en este campo es la ley de Ohm, la cual es
valida bastante bien para metales y soluciones electrolitas, pero no es una
relacién universal. Tal ley se expresa como

A
R
Donde [ es la corriente, A® la diferencia de potencial entre los puntos del

conductor en cuestiéon, y R es una factor de proporcionalidad llamado la
resistencia del conductor y estd medida en ohmios (§2) y puede depender

I (4.9)
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v
A
fﬂ“”f
PR
S‘“"\-—_—f

Figura 4.2: Tramo de un conductor cilindrico de seccién A que lleva una coriente
I a través de su longitud.

de la temperatura, pero de otro modo puede considerarse constante y, en
particualr es independiente del campo. Es conveniente convertir la ecuacion
4.9 en otra en términos de J.

Considerando el volumen cilindrico pequeno en el conductor mostrado en la
figura 4.2. Experimentalmente se tien que R es proporcional a la longitud e
inversamente proporcioanl a el drea de la seccién transversal, esto es

[ [

El factor de proporcionalidad p es el llamado resistividad del material, y g
la conductividad del mismo. Sustituyendo la ecuacién 4.10 la ecuacion 4.9,
utilizando la ecuacién 4.8 y el hecho que E = —V ®; se tiene que:

1=9(F) = J=gF

donde E es el campo eléctrico dentro del conductor, si se toma el caso de
conductores isotrépicos, la ley de Ohm se expresa como

J =gE (4.11)
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Con el uso de la ecuacion 4.11 se puede escribir ahora la ecuacién 4.7 como
n- (QQEQ — glEl) (412)

Si comparamos la ecuacién 4.12 con las ecuaciones para las condiciones de
frontera para el campo eléctrico E dada por las siguientes expresiones:

n (EQEQ — €1E1) =0 y nx (Eg — El) =0

Observamos que se tiene una situacién similar; de aqui que las lineas de
campo estdn refractadas cuando atraviesan el limite entre dos medios.
También para un conductor homogéneo, se encuentra que:

VIJ=0=V-(4jE)=0= gV - V& =0= V& =0

lo que quiere decir que, para corriente estacionarias el potencial eléctrico
satisface la ecuaciéon de Laplace.

Este hecho es la base de una forma experimental de resolver la ecuacién de
Laplace que establece los valores de ® en el limite de una regién conduc-
tora. Entonces si se mide la magnitud y direccién de la corriente, se puede
determinar el campo eléctrico en toda la regiéon por el uso de la ecuacion
4.11.

El trabajo realizado por el campo eléctrico cuando una carga ¢ es movi-
da entre dos puntos, cuya diferencai de potencial es AP, esta determina-
do por W = —qA®. Para corrientes estacionarias, ésta energia consumida
aparece como calor, y la energfa puede ser constantemente suministrada por
las fuentes externas para mantener el estado estacionario. Se puede también
tener ésta realcién en términos de cantidades microscépicas. Si el trabajo W
es ejecutado en un tiempo t en el volumen de la figura 4.2, la produccién de
calor por unidad de volumen y unidad de tiempo, w es:

we =8 - () (-4) - I

usando la ecuacién 4.11 se puede escribir

2
w:J-E:gEQZJ? (4.13)
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Figura 4.3: Campo magnético producido por una bobina toroidal.

4.3. Magnetostatica

Cuando los campos son constantes en el tiempo, las ecuaciones de Maxwell
que se utilizaran serdn las determinadas porr la ecuacién 4.1.

Si el problema posee suficiente simetria, con frecuencia puede ser resuelto
muy facilmente utilizando estas ecuaciones directamente.

4.3.1. Ejemplo 1

Campo magnético de una bobina toroidal.

Suponiendo una corriente I que fluye a través de un conductor el cual es
devanado alrededor de un toro de seccién transversal pequena. En la figura
4.3 se muestra unas cuantas vueltas; el radio del circulo formado por el eje
del toro es R.

Por simetria, H estd dirigido a lo largo de la circunferencia concéntrica con
el circulo axial y debe tener magnitud constante en esta circunferencia. Si
calculamos la integral de linea de H alrededor de la trayectoria llamada L y
usando la ecuacién 4.1 encontramos

%H-dl:H?{dl:HL:HQWR://(VxH)-ﬁda://J-ﬁda:N[
L L S S
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Entonces
NI

- 21R
Si el didmetro de la seccién transversal del toro es pequeno comparado con R,
todas las trayectorias similares a través del toro tienen aproximadamente la
misma circunferencia por lo tanto H serd aproximadamente constante sobre
la seccién transversal del toro.

(4.14)

Si calculamos ¢ H-dl, encontramos H;L; = 0, puesto que no hay corriente
L;

encerrada por la trayectoria, por consiguiente H; = 0.

Integrando sobre la trayectoria L, encontramos también que HyLy = 0 y

Hy = 0, puesto que cada correinte que pasa en una direccién sale en la

direccién contraria, dando una corriente total nula.

Asi se observa que el campo producido por una bobina toroidal eatd sola-

mente dentro del toro, si hay vacio dentro del toro, se tiene que

po NI
2R

De manera similar a lo visto en materiales dieléctricos, se puede definir un
material magnético lineal, isotrépico y homogéneo por la ecuacién

B = pH = (4.15)

M =y, H (4.16)

donde Y,,, es suceptibilidad magnética. En el caso magnético M estd es-
crito como proporcional a H, méds bien que a B. A M se denomina vector
magnetizacion. Se aclara ademds, que un material el cual es lineal, isotrépi-
co y homgéneo es sus propiedades magnéticas no necesita ser asi en sus
propiedades eléctricas, y viceversa.

Los materiales magnéticos més conocidos, tal como el hierro, no pueden ser
descritos por la ecuacién 4.16 y ellos tienen mucho méds complicado el fun-
cionamiento; la suceptibilidad magnética puede se negativa como positiva.
Para el caso en que la ecuacién sea satisfecha tenemos:

B =y (H+M) = o (1 + x,,,) H = i H = i H (4.17)

donde k,, =1+ ¥,, es la permeabilidad realitiva y p = Knpy es la perme-
abilidad absoluta.

Si el toro es ahora llenado completamente con un material ([, 7, h) magnético
e I permanece constante, en la ecuacién 4.14 observamos que H no varia,
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mientras que B toma el valor de K, 1, . La proporcién de los dos valores
de B, con o sin material magnético, es K,,; este resultado es la base para un
método de como medir la permeabilidad magnética.

4.4. Potencial Escalar Magnético

SiJ =0, entonces V x H =0 y se puede escribir que H= -V ®,,,. Si adi-
cionamos que B =uH; siendo @ constante, se tiene también que

V-B=0=uV-H=—-uV3®,.

asi que
V20, =0 (4.18)

Se puede concluir que en ausencia de corriente reales y materiales (1,4, h)
magnético, H puede derivarse de un potencial escalar, el cual satisface la
ecuacion de Laplace.

De este resultado, muchos problemas magnéticos pueden ser resueltos ha-
ciendo uso de su analogfa aproximada con los problemas electroatéaticos.
Las condiciones de frontera serdn las ecuaciones 4.2 y 4.4 con K = 0.

4.5. Problemas con Valores en la Frontera

Se va considerar dos casos

(1) Material magnético lineal o “aproximadamente lineal” para el cual B =
pH

(77) Una pieza uniformente magnetizada para el que V - M = 0. Para ambos
casos V - H = 0, por lo tanto se tiene que V?®,, = 0 (ecuacién de Lapace).
De donde se puede deducir a H y ademés como H = -V®,, y B = puH o
B =, (H+ M)

4.5.1. Ejemplo 2

Esfera de material magnético lineal de radio a¢ y permeabilidad g,
colocada en un campo magnético inicailmente uniforme By.
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Solucién: Considerando a By = Byu,; la solucién de la ecuacién de Laplace
es en este caso similar al problema de la esfera dieléctrica que se trato en el
ejemplo 2 del capitulo 3. de tal manera que las soluciones adecuadas seran

®,,1 (1,0) = Ayrcosd + Cir2cosf  parar > a (4.19)

D2 (1, 0) = Agrcosf 4+ Cor~2cos  parar < a (4.20)

Una de las condiciones de frontera sera:
B = Byu, cuando r — oo =— H = %ﬁz cuando r — o0;
0

de tal manera que

®d,,1 = -8z cuando r — 0o = B,,; = —82rcosh cuando r — oo;
m Mo m Mo ’

comparando con la ecuacién 4.19 se obtiene que:

Ho

Como ®,,5 y campo magnético asociado no pueden ser infinitos en ningiin
punto (en particular = 0). De la ecuacién 4.20 se tiene que

Cy=0 (4.22)

Remplazando las expresiones 4.21 y 4.22 en las ecuaciones 4.19 y 4.20 queda

B

By (1,0) = —2rcosf + Crr2cosd  r>a (4.23)
Ho

D0 = Agrcosb r<a (4.24)

Aplicando las condiciones de frontera para r = a

H19 |r:a - H29 |r:a y Blr ’r:a = BQT |T:a (425)
entonces
(80 = () L, (), = (),

entonces
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Bosm0—l— 1sinf = Assinf y BgCOSH—l—QuO cosf) = —pAs cos

entonces B c C
Ho @ a

Resolviendo el sistema de ecuaciones se llega a

(M_/i) B 1) 35y A, — — 350 (4.27)

C) = Boa® y Ay =
(1 + 2p10) 1+ 2p1q

Remplazando la ecuacién 4.27 en 4.23 y 4.24

B B 0 ( - 1)
By (r,0) = ——r cos ) + 0’ ;OS (4.28)
1o r (14 2p10)
Y 3B 0
By (1, 0) = — L0 (4.29)
= 24
Ahora
B, = ,U()Vq)l — o ( ml + ﬁ idggﬂ)
entonces

B (T 9) = ur B() cos b + 2Boa cos EL+231 —|-LI9 |: BO sin @ + Bga 51110 ((2+2>)

K0 K0

De tal manera que:

II

—1
+2)

©

B, (r,0) = (1, By cos 0 — Gy By sin 0) + +29— (2)* By (1,2 cos 0 + 1y sin 0)

—~
St

finalmente se escribe

B, (r,0) = Byu, + % <%> By (0,2cosf +uysinf); r>a (4.30)
£y
Ho

Para puntos dentro de la esfera:
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B2 (’I", 9) = —/,qu)mg = —u (ﬁr am2 +u u ia(ggﬂ)

entonces
_ | _=x 3Bgcosf = 3Bgsinf
Ba (r0) = = | W8 + Wik
luego
B, (r,0) = (1+%4“1) (0, By cos  — 1y By sin 6)
por consiguiente
3Byu,
B, (r,0) = —011; r<a (4.31)
(1+%)
I

4.5.2. Ejemplo 3

Campo magnético producido por una esfera magnetizada unifor-
mente. de magnetizacién M y radio a, cuando no estdn presentes
otros campos magnéticos.

Solucién: Por la simetria del problema se puede considerar la magnetizacion
en la direccion del eje Z y como se ha comentado inicialmente en este caso
también se cumple que V2®,, = 0 y H= —V®,,, pudiendo decir que la
solucion de la ecaucion de Laplace méas adecuada es:

Py (1,0) ZC’ 2R (0); r>a (4.32)

D0 (1,0) Z Agr™ P, r<a (4.33)

Para ®,,; no se ha considerado potencias positivas de r, puesto que haria
infinito para puntos lejanos y para ®,,2 no se ha considerado potencias neg-
ativas de r, puesto que se harfa infinito en el centro de la esfera.

Aplicando las condiciones de frontera en r = a. Hyg = Hoy y By, = Bo,,
entonces de la primera expresion se tiene que

(—+%%), . = (—1%58%),_,
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entonces
S (-4 00 2 57 (-0
n=0 n=0
luego
= P
Z (Cma (nt1) Agna ) ld ;0(6) =0 (434)
n=0

Utilizando la segunda condicién de frontera

Ho (Hh“)r:a = Ko (HQT + MT)r:a

entonces
po (— %) _ = po (— %522 + Mcost) _
de donde
Lo i Cin (n+1)a” "™ P, (0) = —p, Z Agpna™ 1P, (0) + oM cos
n=0
finalmente

Choa™2 + Z P, (0) [Cry (n+ 1) a™ ™ + Apna" '] — Mcosf =0 (4.35)

Como cada Polinomio de Legendre P, (f) es una funcién distinta de 6, son
ademds linealmente independientes, entonces, para que las ecuaciones 4.34 y
4.35 sean validas, cada uno de los términos en que interviene un P, () o dd%
debe anularse individualmente.

De la ecua(non 4.34, para n = 0, o d@ = 0 y de la ecuacién 4.35, para n = 0,
Cioa™2 = 0 = (1o = 0y Ay es indeterminada; pero como Ay es el término
constante en el potencial; puede igularse a cero sin afectar a H y B.

Para n = 1, de las ecuaciones 4.34 y 4.35 se tiene Cjia™> — Ay = 0y
2011073 + Asy — M = 0. Resolviendo este par de ecuaciones se obtiene

Cn = %M@?’ y Ay = %M
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Para todo n > 2, los tnicos C,, y Ag, compatibles con las ecuaciones 4.34 y

4.35 son C1n =0y Ay, =0.
En definitiva los potenciales quedaran

3
D1 (r,0) = 1M (a_) cost; r>a

3 72

1
Do (1, 0) = gMT’COSH; r<a

Ahora

H, (7’, (9) = -V, (7’7 (9) = -1, 3‘15:11 _ ﬁe%ag?
entonces

1 a\3 . .
H, (T7 9) = gM <_> (UTQCOSQ + wy Slrl@) T >a
T

H2 (Ta 0) - _V¢m2 (T, 0) = _aT 6(15;’:"2 — ﬁoéaggm

de donde

H, (r,0) = —gM(ﬁT cos ) — Uysinf) = _§Ma2 — _gM

Para la induccién magnética B, se tiene B; = yoH; =

M 3
B, (r,0) = “03 (g) (G,2c0os0 + Tgsind); r > a

B = 11y (Hs + M) = yy (—3M + M)

entonces

2
B, (r,0) = gﬂoM; r<a

Las lineas de campo tanto de B como H se indican en la figura 4.4

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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&&é\/{"/\‘f‘\:’/

— - -

B H

vy

F W Y

Figura 4.4: Lineas de campo de B y H para una esfera magnetizada uniformente;
las lineas de B se cierran sobre si mismas, pero las de H nacen y mueren en la
superficie de la esfera donde se halla la “carga” magnética M-n.

4.6. Potencial Vectorial Magnético

Volviendo al caso mds general para el cual J # 0, aqui se debe utilizar la
ecuacién 4.1, como se observa facilmente no se puede introducir un potencial
escalar. Sin embargo podemos en su lugar usar un potencial vectorial A; esto
se puede hacer basandose en el hecho que V- (V x A) =0y que V- B =0,
entonces se puede escribir que

B=VxA (4.42)

Ahora se tiene que ver como encontrar A, se debe suponer que se estd tratan-
do con situaciones en las cuales i es independiente de la posicion. Entonces
de las ecuaciones 4.1 y 4.2 se tiene

UV xH=pJ=VxB=Vx(VxA)=V(V-A)— VA  (4.43)

Se puede demostrar que una funcién vectorial estd completamente determi-
nada si su rotacional y divergencia con conocidos en todos los puntos del
espacio. Ya se tiene definido el V x A que da B, por lo tanto se estd libre
de escoger V - A de cualquier manera arbitraria y conveniente, puesto que
no afectard la solucién fisica como se describe en la ecuacién 4.42. Esto es
aproximadamente andlogo al hecho que un potencial escalar pueda tener una
constante escalar aditiva. Si se regresa ahora a la ecuacién 4.43 se ve que una
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buena escogencia es

V-A=0 (4.44)

convirtiendose la ecuacion 4.43 en
VA = —pJ (4.45)
como las componentes V?A, = —pu.J, etc, satisfacen la ecuacién de Poisson,

pudiensose utilizar su solucién ya estudiada anteriormente.

A, = ﬁ 4 é / J””Tdv (4.46)
A:% lé/‘jrﬂ (4.47)

Este resultado muestra, que si son dados la distribucién de las corrientes en
todas partes se puede encontrar a A y a partir de él el valor de B en todas
partes.

Como en el caso electrostdtico, se pueden presentar situaciones en que cono-
cemos a J sélo en una regién limitada del espacio y desconocemos la dis-
tribucién de las corrientes fuera de esa regién. Se procede entonces de una
manera similar como se traté en elctrostatica, es decir, cambiar la solucién
general de la ecaucién de Laplace con solucién especial de la ecuacién 4.45,
satisfaciendo la solucién la condicién 4.4.

En esta etapa, es de interés ver que la solucién que se obtuvo para A en la
ecuacion 4.47 es realmente equivalente a la ley de Ampére, vista con anteriri-
dad. Por simplicidad, daremos por sentado que para un medio no magnético
donde p = py la ecuacién 4.47 llega a ser

A :Z—;; /V/ / Jrﬂ (4.48)

Discutiremos la situacién simple mostrada en la figura 4.5. Como un primer
paso se tranformard el intergrando de la expresién 4.48, para tal fin la sec-
cién transversal de la regiéon ocupada por la corriente Ise debe llamar S y
considerando el pequeno elemento de longitud dl, entonces I = JS y si mul-
tiplicamos por dl obtenemos Idl = J (Sdl) = Jdv, donde dv es el volumen

asi que
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Figura 4.5: Elemento de corriente Idl, de un circuito filamentario.

de la pequena porcién de cargas que conforman la corriente; puesto que J y
dl son paralelos, se puede escribir

Jdv = Idl (4.49)
remplazando en la expresién 4.48
ol [ dl
=— ¢ — 4.50
in (4.50)
c
y por lo tanto de la expresion 4.42 se tiene
B=L OIV ?{ (4.51)

Dado que la operacién rotacional envuelve derivadas con respecto a las coor-
denadas (z,y, z) del punto P, en la figura 4.5, en el cual se quiere encontrar
a B, y puesto que la integracion estd sobre las coordenadas (2, ¢/, z') del ele-
mento de corriente Idl, se puede intercambiar las opreaciones en la ecuacién

4.51; esto da
“OI 74 V% (‘u) (4.52)
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Vx (ﬂ> _Vxd g <1> xdl =V (1) wdl (4.53)
T r T T

puesto que V xdl = 0, por ser dl independiente de (z,y, z). También
1
v <_) - (451)

y & = ZL ete, porque 7 = (@ =2 +(y—y) +(z— z’)2] : por con-
siguiente

pero

Vr == (4.55)

si se combina las expresiones 4.53 y 4.54. introduciendo 4.52 se encuentra

que
B :%f(—%) xdl = “Olf%

c c

lo cual es exactamente lo que se obtuvo originalmente de la Ley de Ampére,
expresion conocida como ley de Biot-Savart.

4.7. Inductancia y Energia Magnética

El objetivo principal es obtener una expresiéon para la energfa en un campo
magnético estdtico; en este caso es mucha mas dificil de encontrar que para el
caso electrostdtico, de tal amnera que se tratard de simplificar los resultados.
Si se aplica la ley de Faraday para el siguiente caso: una coriente [;en un
circuito C'; que produce una induccién magnética By, en todos los puntos del
espacio, en particular en el circuito Cs; al cambiar la corriente [;, también
cambia B; y por lo tanto hay una fem inducida en el circuito Cs. De tal
manera que se escribe que

E9 = %EQ . dlg = // B1 IIQdCLQ —_— // V X Al) ngdag
Cy
fAl de %Mjl%dll d12
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B dl, - dl, 8[1
=1 f ]{ (4.56)

Cy1 C2

entonces

donde se ha hecho uso de la expresién 4.50 y que el espacio es de permeabil-
idad . ahora podemos escribir

j{Eg dly = Ly 881; (4.57)
Cs
donde
L1y — _]{j’{ dly - dly (4.58)
C1 Cy

L5 es llamada la inductancia mutua entre los circuitos C; y Cs. Es un factor
puramente geometrico y puede ser calculado por las configuraciones de los
circuitos por medio de la ecaucion 4.58.

Cuando los subindices 1 y 2 se permutan en la ecuacién 4.58 el resultado es
el mismo, de tal manera el factor de proporcionalidad si se va a calcular la
fem inducida en C; debido a una corriente variable en Cs, es

L21 - L12 (459)

atin cuando se tenga un solo circuito, la induccién producida por la corriente
se presentard en el mismo circuito, luego un cambio en la corriente induce
una fem (fem autoinducida) en este, asi que se puede escribir
ol
ot

Ly, es la llamada autoinductancia y de 4.58 es dada por

P 7{ %dl A (@6)

C1 Ch

= L= (4.60)

excepto que ahora la ecuacion 4.61 envuelve una doble integracién sobre el
mismo circuito.

Como puede verse en las integrales 4.58 y 4.61 el proceso de calcularlas son
algunas veces dificiles y entonces es conveniente usar otra relacién que de la
inductancia. cobinando la ley de Faraday y la expresién 4.57 obtenemos:

= Lip—t (4.62)
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Si integramos 4.62 y usamos la condicién que ®,,5 = 0 cuando I; = 0,
obtenemos ®,,5 = L1217 0 que

o
Liy = Zm2 (4.63)

este resultado muestra que la inductancia mutua es igual al flujo intersectado
por el circuito Cy por la corriente unidad en el circuito C, y es facil de usar
este mismo tipo de relacién, vilido por supuesto, para la autoinductancia,
que es:

q)ml

L = 2L
11 Il

(4.64)

se quiere ahora ilustrar el uso de 4.64 en el siguiente ejemplo.

4.7.1. Ejemplo 4

Autoinductancia de una bobina toroidal.

Puesto que la induccién magnética dentro del toro es: B = %; si el didmetro

de la seccion transversal es pequeno comparado con el radio del toro, B es
aproximadamente constante sobre la seccién transversal, por lo tanto el flujo

total a través de todas las vueltas es: ®,, = NBS = %; donde S es el

drea de la seccién transversal. De la expresion 4.64 se tiene que Ly, = %,
entonces
uSN?
L = 4.65
w0 (4.65)

4.8. Energia Magnetostatica.

Se usaré el término energia magnetostética para refereise a la energia de una
distribucién de corrientes libres. Se encontrara el trabajo que debe realizarse
para establecer una corriente final Iy en una autoinductancia L. Cuando la
corriente tiene el valor I, la fem autoinducida es L%. Por definicién la fem
es el trabajo por unidad de carga, cuando aumentamos la carga en [dt, la
energia magnética varfa en

I
dU,, = L%Idt = LIdI (4.66)
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por lo tanto la energia total necesaria para llegar a la corriente final I es
Iy
1
Un = / LIdI = 5LIJ% (4.67)
0

Es conveneiente escribir el resultado en otra forma, al remplazar 4.61 en 4.67

se obtiene
_1]'2_&%%&&': f—ldl ﬁ[%d?ll
c

haciendo uso de 4.49 y 4.50 se obtiene

:%///J-Adv (4.68)

Se puede transformar este resultado de modo que la energia sea expresada
en términos de los campos. Tomando la siguiente expresién:

VHxA)=A-VxH-H-VxA=J-A-B-H

donde se ha utilizado la ecuaciones 4.1 y 4.42, por lo que la expresion 4.68
puede ser escrita como

_1///B.Hdv+l// V. (H x A) dv
///B Hd'u+/ (H x A) -nda (469)

cerrada

La ltima integral debe anularse por la mismos argumentos que se dieron en
el caso electrostdtico, quedando entonces

_%///B.Hdv (4.70)

Se puede hablar tmabién de una densidad de energia magnetostatica como

1 1 B?
Up = =B -H=-pH?= (4.71)
24

2 2
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4.9. Problemas

1. La region entre las placas de un condensador plano-paralelo es llenado
con un medio de conductividad g. si la diferencia de potencial es mantenida
constante, encuentre la corriente total entre las placas. Muestre también que
la resistencia estd relacionada con el valor de la capacitancia en el vacio Cy
por: R = g%oo.

2. Con la ayuda de la ecuacién de continuidad y la ley de Ohm (ecuacién
4.11), demuestre que la ecuacién que describe la densidad de carga en un
conductor es %§ = —2. Encuentre el tiempo requerido por una densidad
de carga prexistente dentro de un conductor para disminuir a % de su valor
inicial. ;Qué le pasa a la carga?

3. Un alambre infinitamente recto y largo de radio a lleva una corriente
I distribuida uniformemente sobre su seccién transversal. Demuestre que,
las direcciones de H forman circulos concentricos con el eje del alambre.
Demuestre que la magnitud de H fuera del alambre y a una distancia r de
su eje es: 27Ir—r También, encuentre H dentro del alambre.

4. Un cilindro infinitamente largo, tiene permeabilidad p, estd colocado en
un campo magnético externo inicialmente uniforme y perpendicular al eje del
cilindro. Encuentre B y H fuera y dentro del cilindro. Encuentre M y luego
demuestre que el factor de desmagnetizante es %

5. Se d4 una bobina toroidal de doble devanado N; y Ns, radio medio R y
drea transversal S. Demuestre que la inductancia mutta en los dos devanados

es

_ pNi1N2S
Lyy = 27R

6. Encuentre la energia magnética producida por un solenoide toroidal que
lleva una corriente constante I, y de ese modo verificar directamante que esta
es igual a £ L17.

7. Demuestre que el trabajo requerido para establecer una corriente I, en un
circuito C'; y una corriente I, en un circuito Cs es:

Un = %Ln[l? + Lol I + %L22122
8. Si se aplica la férmula u,, = %B - H al interior de una esfera uniformemente

magnetizada, se encuentra u,, es negativo porque B y H son opuestos. ; Cuédl
es la solucién a esta dificultad aparente?
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9. Una bobina toroidal de N vueltas, se enrrolla sobre una forma no mag-
nética. Si el radio medio dela bobina es b y el radio de la seccién de la forma
es a. Demuestre que la autoinductancia de la bobina estd dada por:

L = pgN? (b — V% — a?)

10. Se d4 una cascara esférica, radio interno R, y radio externo Rs, que
se magnetiza uniformente en la direccién del eje Z. La magntizacién en la
cascara es My = Myu,. Hallese el potencial escalar ®,,, para puntos sobre el
eje Z, tanto dentro como fuera de la cascara.

11. Demuéstrese que el potencial vectorial magnético para dos alambres lar-
gos rectos paralelos, que conducen una corriente de la misma intensidad I,
en sentidos opuestos estd dado por:

I ~
A =Ex1n <T—2> n
s T1

donde 71 y 79 son las distancias desde el punto del campo a los alambres, y
n un vector unitario paralelo a los alambres.

12. Si J =kR?1., en coordenadas cilindricas (a) Halle H por medio de la ley
de Ampere. (b) Demuestre que V x H=1J

13. Se evidencia por la ecuacién V - B = 0 que sélo cierta clase de campos
vectoriales llenan el requisito de un campo de induccién magnética fisica-
mente realizable. Verifiquese que:

B = (%) xVG (r)

donde G (r) es una solucién de la ecuacién de Laplace, es un campo magnético
adecuado, y héllese la densidad de corriente J que lo produce.

14. Se da el siguiente conjunto de conductores: un alambre recto infinita-
mente largo rodeado por una envolvente cilidrica delgada de metal (a un
radio b) dispuesta coaxialmente con el alambre. Los dos conductores con-
ducen corrientes de igual intensidad I, pero de sentidos contrarios. Héllese el
potencial vectorial magnético del sistema.

15. Un circuito esta formado por dos cédscaras cilindricas coaxiales de rdios Ry
y Rs (Ry > Ry) y de longitud comiin L, conectados por placas de extremos
planos. La carga fluye hacia una cascara y regresa a la otra. ;Cudl es la
autoinductancia de este circuito?
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4.10. Problemas Varios Capitulo 4

1. Dos espiras circulares pequenas de alambre (de radios a y b), estén en
el mismo plano a una distancia r una de la otra. ;Cudl es la inductancia
mutua entre las espiras si la distancia r es suficientemente grande de modo
que pueda utilizarse la aproximacién del dipolo magnético?

2. Dos espiras circulares de corriente con ejes paralelos estdn a una distancia
r una de la otra, que es suficientemente grande como para que se pueda
utilizar la aproximacion dipolar. Demuéstrese cémo deberd colocarrse una de
las espiras relativa a la otra de modo que la inductancia mutua sea cero.

3. Se dan dos circuitos, un alambre recto muy largo y un rectangulo de
dimensiones h y d. El rectdngulo estd en un plano que pasa por el almabre;
los lados de longitud h son paralleos al alambre y estdn a una distancia r y
r + d de él. Calculese la inductancia mutua entre los dos circuitos.

4. Demuéstrese que la fem en un circuito fijo C' estd dada por

donde A es el potencial vectorial magnético.

5. Similarmente que para el caso electrostético se puede definir:

i) Densidad del polo magnético p,, = =V - M

i1) Densidad superficial de la intensidad del polo magnético o, = M-n

i1i) Densidad de corriente de magnetizacién superficial (esto es, una corriente
de magnetizacién por unidad de longitud que fluye en una capa superficial)
J,, = Mxn.

Para una esfera de material magnético de radio R colocada en el origen
de coordenadas, cuya magnetizacién es M = (az? + b) U,; a y b constantes.
Determinese cada una de las cantidades definidas inicialmente.
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Capitulo 5

Ondas Electromagnéticas

5.1. Introduccion

En este capitulo se tratard fundamentalmente de resolver las ecuaciones de
Maxwell (en casos particulares) y observar que los campos eléctricos y mag-
nético, asi como los potenciales, satisfacen la ecuaciéon de onda en sus difer-
entes formas. Se estudiard las ondas electroomagnéticas planas en medios
dieléctricos y conductores.

5.2. Ecuacion de Onda

Se haré el estudio para medios (I, 7, h) en los que se cumple: D =cE, B =pH,
J =gE, donde ¢, i, g son constantes y ademés el espacio es libre de cargas,
p=0.

Partiendo de las ecuaciones de Maxwell estudiadas en Capitulo 1, la ley de
Ampere Maxwell V x H =J —{—%—? se transforma en

JE
V xB :ugE—l—ueE (5.1)
La ley de Faraday queda igual

VxE= —aa—]? (5.2)

La ley de Gauss en el caso eléctrico V - D =p se transforma en

V-E=0 (5.3)

107
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La ley de Gauss para el caso magnético quedaria igual
V-B=0 (5.4)
Calculando el rotacional a la ecuacién 5.1 se tiene:
VX (V xB)=pugV x E+ pe (V x E)

remplazando la ecuacion 5.2 y utilizando la idéntidad para el rotacional del
rotacional (apéndice A) se puede escribir

V(V-B) - VB = g% — 2B
al remplazar la ecuacién 5.4 se llega a

0°B 0B
2 —_ _— _— =
V- B— e o~ M9y 0 (5.5)

Partiendo de la ecuacién 5.2 y procediendo en forma similar se llega a

O’E OE
V’E—pe—— — png— =0 5.6
e — MY (5.6)
Para medios dieléctrico con conductividad g = 0 las expresiones 5.5 y 5.6 se
convierten en

0°B
2 _
' O’E
V2
Las ecuaciones 5.7 y 5.8 son de la forma de la ecuacién de onda
1 0%f
2 —_——_——_—— =
vef NOREYD 0 (5.9)

y las ecuaciones 5.5 y 5.6 tienen la forma de la ecaucién de onda amor-
tiguada. De ahi se desprende que la velocidad de propagacion de la onda

electromagnética es
1

N/

v =

(5.10)
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1

para el espacio libre es la velocidad de la luz en el vacio v = ¢ =

NCT
2,99792458 x 103 ms~!.Ademsds se puede escribir la ecuacién 5.10 de la forma
S T
V= JE T e 05 )
v= (5.11)

VEmEe

donde k,, es la permeabilidad magnética relativa y k. es la permitividad
eléctrica relativa o constante dieléctrica.

5.3. Ondas E.M. Planas en un Diléctrico (/,, h)

Para este caso las ecuaciones 5.7 y 5.8 son las adecuadas para este caso. De
tal manera que la solucién para el campo eléctrico es de la forma:

E(rt) = f (vt — r-0) + £ (vt + r-A) (5.12)

donde n es un vector unitario en la direccién de propagacién de la onda y
r = W,z + U,y + U,z es el vector posicién; f; y f> son funciones arbitarias
de (vt —r-n) y (vt 4 r-n) respectivamente. si se toma el caso que la onda se
propaga en la direccién +n; las soluciones para los campos pueden escribirse
€omo:

B =Byf (vt — r-n) (5.13)

y
E = Eof (vt — r-fi) (5.14)

para el caso de ondas transversales, donde By y Eg son las amplitudes de B
y E respectivamente y f es una funcién escalar arbitraria de (vt — r-n).
Partiendo de la ecuaciéon de Maxwell 5.2 se tiene

i o6 6
VxE=| & & % (5.15)
an:f Eoyf Eozf
Al evaluar la ecuacién 5.15 queda
V xE=—(nxE) f' (vt —rn) (5.16)
Ahora calculando el segundo miembro de 5.2
B
0B G of

—E = — OE = —Bo'Uf (Ut — r‘n) (517)
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de tal manera que al igualar las ecuaciones 5.16 y 5.17 se llega a n x Eg = vBy

por lo tanto
nxE=uvB (5.18)

pudienso concluir que
BlnyBLlE (5.19)

tomando ahora la ecuacién de Maxwell 5.3
V-E =% %0 4 2
0 sea
— (Bognaf + Eoyny f' + Eoan. f') =0
de tal manera que
(Eozny + Egyny + Eg.n,) =0 = E;-n =0

o lo que es lo mismo
n-E=0 (5.20)

lo que implica que
Eln (5.21)

Al combinar las ecuaciones 5.18, 5.19, 5.20 y 5.21 se concluye que
n x E| = |vB| = |E| = v |B|

y los vectores E, B y n forman una base ortogonal.

5.3.1. Solucion de la Ecuacién de Onda

La ecuacién de onda a solucionar en forma detallada es de la forma
2 1 0
1 t) — ——

Utilizando el método de separacién de variables se escribe
U (2,y,2,t) =1 (v,y,2) T (t) (5.23)

remplazando en la ecuacién 5.22, queda

U (z,y,2,t) =0 (5.22)
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T () Vi) —LLT —

v2 dt?

entonces ) )
V7 o 1d°T 9
- - - 5.24
7 V= rs w (5.24)
0 sea
d?T 9
W2
V2 + sz =0 (5.26)
La ecuacién 5.25 tiene como solucion:
T (t) =a(w)exp (iwt); wH#0; -00<w< +00 (5.27)

donde a (w) es una funcién arbitraria de w.

La solucién 5.27 representa una perturbacién que varfa sinusoidalmente en
el tiempo con una frecuencia angular w. Por conveniencia se puede tomar
w > 0 y la solucién toma la forma

T (t) = a(w)exp (iwt) + a’ (w) exp (—iwt); 0<w < +00 (5.28)

La frecuencia angular estd relacionada con la frecuencia v por w = 27v.
Introduciendo el nimero de onda k como k = £ = 272 = 27“; donde A =
es la longitud de onda de la onda de frecuencia v y velocidad v.

Se procederd ahora a resolver la parte independiente del tiempo (5.26) uti-
lizando nuevamente el método de separcién devariables:

Uz, y,2) =& (@)n(y) ¢ (2) (5.29)

al remplazar en la ecuacion 5.26 se obtiene
2 2 2
oG +EOGH + ENEE + k*Eno =0

entonces

ISH
N
Y

e
&|
8
)
IS
nN
N

3=
2
]
+
o=
&|&
I
vt
+
w
[\
I
(e



112 CAPITULO 5. ONDAS ELECTROMAGNETICAS

entonces
%% — =T k=0 (5.30)
%%; S S Ziyz + k2 =0 (5.31)
%% SRS JUIN % + k6 =0 (5.32)
donde
k* = “;—j =ki+k3+ k3 (5.33)

Cada una de estas ecuaciones diferenciales tiene como solucién:

E(x) = b(k)exp(ikix); —oo <k < +o0 (5.34)
n(y) = by (ka)exp (ikay); — 00 < kg < +00 (5.35)
o (z) = bs(ks)exp (iksz); — oo < ks < 400 (5.36)

donde las funciones b; (k;); i = 1,2, 3; son funciones arbitrarias de k;.
La solucién de la parte independiente del tiempo de la ecuaciéon de onda se
puede escribir como

U (z,y,2) = by (k1) by (ko) b (ks) expi (kyx + kay + k3z)
o también
U (z,y,2) =b(ky, ko, k3) expi (k1z + koy + k32)
donde
b (ky, ko, k3) = by (k1) by (ko) bs (k3)

Es conveniente definir el vector de onda k en la direccién de propagacién n
cuyas componentes son (kq, ko, k3), por consiguiente

Y (r) =b(k)exp(ik-r) (5.37)

donde r =,z + U,y + U,z y k = “n.
Llevando 5.28 y 5.37 a 5.23 se obtiene la solucién de la ecuacién de onda:
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U(r,t) =a(w)b(k)exp[i (wt+k-r)]+ad (w)b(k)exp[—i(wt —k-r)]
una forma adecuada serd
U(r,t) =g(k,w)expli (wt+k-r)]+h(k,w)exp[—i(wt —k-1r)] (5.38)

donde g (k,w) =a(w)b(k)y h(k,w)=d (w)b(k).
La solucién general se obtiene integrando sobre los valores permisibles de
w, k1, k2 y k3

[ee) e}

U (r,t) /dk]odwg(k W) exp i (wt + k-1 +/dk/dwh (K, w) exp [—i (w — k- 1)

) (5.39)
donde dk = dk;dkodks
Si W (r,t) representa las componentes de los campos E y B, como fisicamente

son admisibles la parte real, se puede escribir teniendo en cuenta la ecuacion
5.38

B (rt) = ReBl(kw)X[ (wt—l—k r)|

+Re By (k,w) exp [—i (wt — k- 1)] (5.40)
E (r,t) = ReE; (k,w)exp[— (wt +k-r)
+ReE; (k,w)exp[—i(wt —k - r)] (5:41)

Aqui se toma el primer sumando el conjugado complejo de la ecuacién 5.38.
Se obtiene una solucién general para E y B evaluando las integrales sobre
w, k1, ko y ks.

Los primeros términos de 5.40 y 5.41 representa una onda plana transversal
de frecuencia angular w, en la direccién +k y el segundo representa una onda
plana transversal de frecuencia angular w, en la direccién —k.

Cuando se desea obtener soluciones para ondas planas, las cuales estdn
definidas como aquellas cuya amplitud es la misma en cualquier punto de
un plano perpendicular a una direccién especifica; monocromaéticas, o sea
ondas que estdn caracterizadas por tener una sola frecuencia; se escribe:

E; (k,w) = E; (k,w) =Eg y B; (k,w) =B, (k,w) =By

donde
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En resumen se puede expresar los campos de la siguiente manera

5
=)}

en la direcciéon +n (5.42)

|;>§|

+ +
=
= |=> <
— N e —

en la direccion —n (5.43)

Ly}
<2

5.4. Ondas E.M. Planas en un Conductor (,i, h)

Las ecuaciones para este caso son la 5.5 y 5.6; si restringimos el caso a ondas
transversales en la direccién +n y observando la ecuacién 5.42, solucién para
dieléctricos, se puede escribir la solucién de la forma

E(r,t) = G (r) exp (—iwt) (5.44)
remplazando el ecuacién 5.6 se tiene
V2G (r) exp (—iwt) + ‘;—;G (r) exp (—iwt) + ipowG (r) exp (—iwt) = 0
0 sea

VG (1) + (4 + ingw) G (1) = 0 = V2G (1) +w? (& + %) G (r) = 0

o también
2
V2G (r) + %G (r) =0 (5.45)
donde
= (i)
o0 sea

~1
o = <M€ + Z@> (5.46)

w
teniendo en cuenta la solucién obtenida para medios dieléctricos se escribe:

G (r) = Egexp [i () rn]
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Al remplazar en 5.44 se tiene

E (r,t) = Egexp | —iw (t - ﬂ) (5.47)
o
Andlogamente para el campo magnético B se obtiene
B (rt) = Byexp | —iw (t - ﬂ) (5.48)
o

Comparando las ecuaciones 5.47 y 5.48 con la ecuacién 5.42 se observa que
la velocidad de fase en un conductor es a, un compllejo. El significado fisico
de esta velocidad de fase compleja se verd a continuacién.

Como « es complejo se puede escribir:

% = vi + 1k; donde v., k € R,
entonces

= :U—]‘g+i%—kz2 = pue + 14
donde se h a tenido en cuenta la ecuacién 5.46. Por lo tanto

-k =pey &=t

02
vZ w

Al resolver este sistema de ecuaciones se llega a:

1

w [2€ g2 :
Ve = E E [ 1+ 2002 - 1] (549)
JLE
k=,/—
V 2

Al remplazar el valor de é en las ecuaciones 5.47 y 5.48 se tiene

2 2
[ 1] (5.50)

€2w?

E (r.t) = Egexp (—kwr-n) exp | —iw (t - r-n> (5.51)

Ve

y para B

B (r,t) = By exp (—kwr-fi) exp |—iw (t - ”‘) (5.52)
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tan and = kv,

Figura 5.1: Representacién de é en un plano complejo

Al observar las ecuaciones 5.51 y 5.52 se ve que las amplitudes decrecen ex-
ponencialmente proporcionalmente a k, denominado coeficiente de absorcién

o extincién del medio. Ademads aparece la parte exp [—z’w (t — ‘;}—ﬁﬂ que es

andloga a la que aparece en el caso de los medios dieléctricos exp [—iw (t — ?)] ;
pero para el caso de los conductores v. no es constante si no que depende de
la frecuencia de la onda.

Ahora teniendo en cuenta las ecuaciones de Maxwell y por analogia con el

caso de los dieléctricos se escribe:
V xE=-2 — nxE =aB = |E| = o |B]

por lo que se puede escribir la ecuacién 5.52 en la forma:

Ve

1 . . n
B (r,t) = —Epup exp (kwr-n) exp l—iw (t . n)] (5.53)
o

donde up es un vector unitario en la direccién de B. Por otro lado como é
es un nimero complejo se puede representar como se senala en al figura 5.1
O sea:

é: Uic-H'k: ‘/0—12+k2(cosw6+isinw6) = 1/Ui2+k:2exp(iw5)
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Remplazando en 5.53 queda

B(rt) =, /é + k2Epup exp [—wk (r-n)] exp l—iw (t —6— I;;n)l (5.54)

Al comparar las ecuaciones 5.51 y 5.54 se observa que entre E y B hay una
diferencia de fase; en cambio en los dieléctricos estdn en fase.
Ahora se puede concluir que la velocidad de fase compleja indica que:

1. Absorcién en el medio

2. Una diferencia de fase entre los vectores eléctrico y magnético.
Se define la distancia d (penetracién de Skin) como la distancia que una onda
electromagnética al entrar en un conductor disminuye en % de su valor inicial.

De 5.50 Se tlne que:
1 1 2 / 2

El valor de la permitividad eléctrica en los conductores no es tan grande
como en los dieléctricos, de tal manera que para algunos metales se cumple

que:
1
4 — d~1 /2 (821 /2 /fwe
we >1 d= w\/ pe (we) T ow\/ pe g

quedando entonces

(S

2
dr | —— (5.55)
wig

5.5. Potenciales Retardados

Cuando se presenté el concepto de potencial vectorial magnético A, debido
a que V - B = 0, se obtuvo

B=VxA (5.56)

Si se sustituye la ecuacién 5.56 en la forma diferencial de la ley de Faraday
se obtiene 9

VxE:—E(VxA) (5.57)

O sea

0A
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Puesto que la suma de las dos cantidades vectoriales entre paréntisis en al
ecuacion 5.58 es irrotacional, puede expresarse como el gradiente de un es-
calar. Para ser consistente con la definicién de potencial eléctrico escalar ®
en electrostdtica, se escribe

oA _
E+5 =-Vo
de lo cual se obtiene IA
E=-Vb—-— 5.59
pr (5.59)
En el caso estético, % = 0 y la ecuacién 5.59 se reduce a E = —V®. Por

consiguiente, se puede determinar E usando solamente ¢, y B a partir de
A usando la ecuacién 5.56. Para campos variables en el tiempo E depende
tanto de & como de A; es decir, la intensidad del campo eléctrico puede
ser resultado de las acumulaciones de carga a través del término —V® y
de campos magnéticos variables con el tiempo por medio del término —%.
Puesto que B también depende de A, E y B estdn acoplados.

Sustituyendo las ecuaciones 5.56 y 5.59 en la expresion de la ley de Ampeére-

Maxwell (ecuacién 1.65) y usando las relaciones H :% y D = €E. Se tiene

0 OA
VXV x A=pd + peg, (—VCD - E) (5.60)

donde se ha supuesto un medio homogéneo. Recordando la identidad vectorial
para V x V x A, se puede escribir la ecuacién 5.60 como:

V(V-A)—VzA:uJ—V(ME%—f)—MG%ZT?

2

0°A 0P
V>A- = —pJ+V (V- Atpe— 5.61
e pd + ( +“€at> (5.61)
La definicién de un campo vectorial requiere la especificacion de su rotacional
y su divergencia. Aunque el rotacional de A se designé como B en la ecuacion
5.56, se tiene la libertad de elegir la divergencia de A. Sea

V- A+ue%—f =0 (5.62)
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que hace nulo el segundo término del lado derecho de la ecuacién 5.61 y ésta
se reduce a la forma ma&s simple. Se tiene entonces
A

VQA—,LLEW =—ud (5.63)

La ecuacién 5.63 es la ecuacion de onda no homogénea para el potencial
vectorial A. Se denomina ecuacién de onda porque sus soluciones representan

ondas que se propagan con velocidad igual a —=. Esto se verd mejor més

=
adelante donde se analiza la solucién de la ecgcién de onda. La relacién
entre A y ® en la ecuacién 5.62 se conoce como condicion de Lorentz (o gauge
de Lorentz) de los potenciales. En el caso de campos estdticos se reduce a la
condiciéon V - A = 0.

La ecuacién de onda correspondiente al potencial escalar ® es

)
2
Vo0 — pe . (5.64)
que es la ecuacion no homogénea para el potencial escalar ®. De esta manera
la condicién de Lorentz en al ecuacién 5.62 separa las ecuaciones de onda de
A y ®. Observe la similitud entre las ecuaciones 5.63 y 5.64 y la analogia
entre las cantidades: A ~ &, J ~py p ~ %

5.5.1. Solucion de Ecuaciones de Onda

Considerando ahora la solucién de la ecaucién de onda no homogénea 5.64
para un potencial escalar ¢ debido a una distribucién de carga p en una
region finita. Situando una carga puntual elemental pdv’ en el origen en el
instante . A una distancia r lejos del origen se puede suponer una simetria
esférica (es decir, ® depende tinicamente de r y ¢, no de 6 ni de ¢). Pudiendose
escribir la ecuacién 5.64 como

10 , 0P 0*P
- =) - pue=— =0 5.65
r2 Or (r 87") fe ot? ( )
Se introduce ahora una nueva funcién
1
O (r,t) = ;U (r,t) (5.66)

que simplifica la ecuacién 5.65 a
02U 02U
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La ecuacién 5.67 es una ecuacién de onda unidimensional homogénea. Puede
comprobarse por sustitucién directa que cualquier funcién de (t —ry/ ,ue) que
sea diferenciable dos veces serd una solucién de la ecuacién 5.67. Se escribe

U(r,t) = f(t—rype) (5.68)

La funcién a la nueva distancia r + Ar en un instante posterior ¢ + At es
U(r+Art+At) = f[t+ At — (r + Ar) /€]

que es igual a f (t — T,/ue) y conserva su forma si At = Ar, /e = %: la

cantidad )

N

es la wvelocidad de propagacion de la onda,una caracteristica del medio. A
partir de las ecuaciones 5.66 y 5.68 se tiene

(5.69)

v =

O (r 1) = %f <t . f) (5.70)

(%

Para determinar cudl debe ser la funcién f (t — %) especifica, hay que obser-
var la expresién para una carga puntual estética p (¢) AV’ en el origen,

p(t) AV

Ad(r) = 71
(r) 4dmer (571)
Al comparar con la ecuacién 5.70 y 5.71 se puede identificar
r p (t — ﬁ) AV’
A )= w7 72
f (t v) 4dre (5:72)

El potencial debido a una distribucién de carga en un volumen V' es, haciendo

AV — dv', entonces
1 P (t — ﬁ) /
O (rt) = v d .
(r’ ) 4re /// T v (5 73)
V/

La ecuacién 5.73 indica que el potencial escalar a una distancia r de la fuente
en un instante ¢ depende del valor de la carga en un instante anterior (t — %) .
Por esta razén, @ (r,t) en la ecuacién 5.73 se denomina potencial escalar
retardado.
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La solucién de la ecuacién de onda no homogénea (ecuacion 5.63) para el
potencial vectorial magnético A puede realizarse exactamente de la misma
manera que hicimos con ®. La ecuacién vectorial 5.63 de A puede descom-
ponerse en tres ecuaciones escalares, cada una de éstas similar a la ecuacion
5.64 de ®. El potencial vectorial retardado estd expresado entonces por

Al =2 / / / Mdv’ (5.74)

Los campos eléctrico y magnético derivados por diferenciacién de A y ® serdn
evidentemente funciones de (t — %) y, por consiguiente, retardados en el tiem-
po. Se requiere tiempo para que las ondas electromagnéticas se propaguen
y se sientan los efectos de las cargas y las corrientes variables en el tiempo
en puntos distantes. En teoria de circuitos se ignora este efecto de retardo
temporal y se supone una respuesta instantdnea.

5.6. Flujo de Potencia E.M. y Vector de Poynt-
ing

Las ondas E.M. transportan energia E.M. La energia se transporta por el
espacio a puntos receptores distantes a través de las ondas E.M. A contin-
uacion se deriva una relacién entre la razén de transferencia de tal energia
y las intensidades de campos electricos y magnéticos asociados con la onda
E.M. que se propaga.

Partiendo de la siguiente identidad vectorial

V-(Ex H) = H- (V X E) — E- (V x H) (5.75)

y sustituir en las ecuaciones 1.62 y 1.65 correspondiente a la ley de Faraday
y la ley de Ampeére - Maxwell, respectivamente, se obtiene

0B oD

para un medio simple cuyos pardmetros constitutivos €, 4 y ¢ no cambian
con el tiempo se tiene

OB __ O(pH) _ 1 0(pH-H) 8 (1 2
H.a—éD_ H. 8% . =1 8(M%’5E) 3_t (5,uH ) ,
oD € _ 1 0(eE- _ 0 (1 2
ES =E= =575 _8_5(§EE)’
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Se puede escribir entonces la ecuacion 5.76 como sigue

V-(ExH):—2<

ot \ 2 2

1 1

—eE% + —uH2> — gFE? (5.77)
que es una relacién de funcién puntual. Al integrar ambos lados sobre el
volumen que interesa se obtiene una forma integral de la ecuacién 5.77

// (E x H)-nds = —%/// (%EEQ + %um) dv—/// gE*dv (5.78)

S, cerrada

donde se aplicado el teorema de la divergencia para convertir la integral de
volumen de V- (E x H) en la integral de superficie cerrada de (E x H).

Se ve que el primero y el segundo término del lado derecho de la ecuacién
5.78 representan la razoén de cambio temporal de la energia almacenada en
los campos eléctrico y magnético, respectivamente. El tdltimo término es la
potencia 6hmica disipada en el volumen como resultado del flujo de la den-
sidad de corriente de conducciéon gE en presencia de un campo eléctrico E.
Se puede entonces interpretar el lado derecho de la ecuacién 5.78 como la
razon de reduccion de las energfas eléctrica y magnética almacenadas, menos
la potencia éhmica disipada en forma de calor en el volumen V. Esto debe
ser igual a la potencia (razén de energia) que sale del volumen a través de
su superficie, para ser consistente con la ley de la conservacién de la energia.
Por consiguiente, la cantidad (E x H) es un vector que representa el flujo de
potencia por unidad de drea. Definimos

S=ExH (5.79)

La cantidad S se conoce como el vector de Poynting, y es un vector de
densidad de potencia asociado con el campo electromagnético. La afirmacion
de que la integral de superficie de S sobre una superficie cerrada, dada por el
lado izquierdo de la ecuacion 5.78, es igual a la potencia que sale del volumen
encerrado, se conoce como teorema de Poynting. Esta afirmacion no estd
limitada a ondas planas. Se puede escribir la ecuacién 5.78 de otra manera:

— // S-nds = %///(ue—l—um)dv—i-///pgdv (5.80)

S, cerrada



5.7. USO DE LOS CAMPOS COMPLEJOS 123

donde
U = %EEQ = densidad de energia eléctrica (5.81)
Uy = %,uH2 = densidad de energia magnética (5.82)
py = gE*= g = densidad de potencia dhmica (5.83)

Dicho con palabras, la ecuacion 5.80 establece que la potencia total que fluye
hacia dentro de una superficie cerrada en un instante cualquiera sera igual
a la suma de las razones de incremento de las energfas eléctrica y magnética
almacenadas y de la potencia 6hmica disipada dentro del volumen limitado
por la superficie.

5.7. Uso de los Campos Complejos

Es conveniente con frecuencia obtener soluciones en forma compleja para la
ecuacién de onda. Se debe siempre recordar, sin embargo, que se toma la parte
real de una soluciéon compleja para representar el campo en cuestién. Puesto
que es inconveniente con frecuencia encontrar las partes reales, es mejor volver
a escribir algunos resultados de modo que las soluciones complejas puedan
ser sustituidas en ellas directamente. Se hard esto solamente para campos
armonicos en el tiempo, es decir, son proporcionales a exp (—iwt).
Identifiquemos a E. y H. como las soluciones complejas, entonces los campos
fisicamente aceptables son:

E (r,t) = Re [E, (r,t)] = Re[E, (r) exp (—iwt)] (5.84)

H (r,t) = Re[H, (r,t)] = Re [H, (r) exp (—iwt)] (5.85)

escribiendo la parte espacial en términos de sus componentes reales e imagi-
narios

E,(r) =E, (r) +iE;(r) y H, (r) = H, (r) + iH, (r)

donde E, (r),E; (r) ,H, (r) y H; (r) son reales, entonces 5.84 y 5.85 llegan a
ser
E(r,t) =E, (r) coswt + E; (r) sinwt (5.86)
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H(r,t) = H, (r) coswt + H; (r) sinwt (5.87)
Sustituyendo 5.86 y 5.87 en el vector de Poynting (ecuacién 5.79)

S =[E, (r) x H, (r)] cos®> wt + [E; (r) x H; (r)] sin® wt

+{[E, (r) x H; (r)] + [E; (r) x H, (r)]} sinwt coswt (5.88)

En muchas situaciones no se estd interesado particualrmente en los valores
instantdneos del flujo de energia, porque con frecuencia fluctuan demasiado
rapido para ser detectado por los instrumentos de medicién. El promedio en
el tiempo del flujo de potencia es generalmente mas significativo.

Por lo tanto

() = (B x H) = - {[B, (r) x H, (1)) + [B () x KL (0]} (589

puesto que (cos®wt) = (sin®wt) = 1 y (sinwt coswt) = 0.
Este resultado fundamental puede ser escrito en una forma mas conveniente,
puesto que:

H? (r,t) = H? (r) exp (iwt) = [H, (r) — iH; (r)] exp (iwt)

ahora se considera

E, (r,t) xH{ (r,t) = {[E; (r) x H, (r)] + [E; (r) x H, (r)]}

i {[E: (v) x H, (v)] - [E, () x H; ()]} (590
Comparando 5.89 con 5.90 se tiene
(S) = % Re [E, (r.¢) xH (r,¢)] (5.91)

Asi se ve que en lo sucesivo el valor medio del vector de Poynting estard
dado enteramente en términos de las soluciones complejas de las ecuaciones
de Maxwell, de modo que se puede calcular esta importante cantidad direc-
tamente sin necesidad de encontrar primero las parte reales de las soluciones
de la ecuacién de onda E.M.

También, por medio de este procedimiento se puede llegar al promedio de las
densidades de energia. Los resultados son:

(g) = <%EE2> _ %EC (r4) - B (r.0) (5.92)
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2 4

Ahora que se pueden obtener estos resultados importantes, ya no se necesita
distinguir entre campos reales y campos complejos, y no se escribe como E.
y H. sino simplemente E y H.

<w»=<%ﬂ§=1Mmeiﬁmw (5.93)

5.8. Flujo de Energia en una Onda E.M. Plana

Primero se considera el caso de o = 0. De la ecuacién 5.18 se puede escribir:

H:E:Aﬂﬁsz%ﬁxE:\/%ﬁxE,

I v
por lo tanto de 5.91

€

(S) = %\/ERe [Ex (A x E)] % ~(B-E)5 (5.94)

como E - E* es real, entonces usando 5.42 y 5.94

1 Je, o 1 Jp, o o
<&=5¢;mﬁn:5¢;mﬁn (5.95)

Se observa entonces en la ecuacién 5.95 que el flujo de nergfa debe ocurrir
en la direccién de propagacion n, es proporcional al cuadrado de 1 aplitud de
E, o H,. Ahora las ecuaciones 5.92 y 5.93 se convierten en

1 1 2 1 2
(u) = 7B E* = <€ B[’ = 2 [HL [ = (un) (5.96)

Asi el promedio de las densidades de energia eléctrica y magnética son iguales.
El promedio de la densidad de energia total es

1 1
() = (e} + (um) = €[ Bo|” = Spu [H,[* (5.97)
lo cual facilita escribir 5.95 como
(S) = ﬂﬁ = (u)yvn = (u) v (5.98)
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o sea el promedio del flujo de energfa es igual al promedio de la densidad de
energia por la velocidad de propagaciénn de la onda.

En un medio conductor en el cual g # 0, las amplitudes no son constantes
y de acuerdo a 5.51 0 5.52 son proporcionales a exp (—kwr-n). luego de 5.95
y 5.96 se ve que ambos promedios del flujo de energia y de la densidad de
energia también disminuiran exponencialmente con la distancia, esto es

(S) « exp (—2kwrn) y (u) « exp (—2kwr-n) (5.99)

En un medio conductor, por consiguiente, la intensidad de la onda (flujo de
energia) y la densidad de energia se atenuan mientras la onda se propaga.
Esta energia se pierde a causa del calor resistivo del medio en virtud de Efecto
Joule.

5.9. Problemas

1. Deducir las ecuaciones 5.92 y 5.93
2. Se da la onda electromagnética:

E =u,F,cosw (\/az — t) +u,E,sin w (\/@z — t)

donde F, es una constante. Héllese el campo magnético B correspondiente
y el vector de Poynting.

3. Dado un medio en que p = 0,J = 0,4 = p, pero donde la polarizacién
P es una funcién dada de la posicién y el tiempo P = P (r,t). Demuestrese
que las ecuaciones de Maxwell se obtienen correctamente a partir de una sola
funcién vectorial Z (el vector de Hertz), donde Z satisface la ecuacién

2 1022 P
VZ - 5% = o

E:Vx(VxZ)—%P, B =LVx (%—f)

4. Se da un medio en que p = 0,J = 0, € = ¢, pero donde la magnetizacién
M (r) es una funcién dada. Demuéstrese que las ecuaciones de Maxwell se
obtienen correctamente a partir de una sola funcién vectorial Y, en la que
Y satisface la ecuacién
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VY -L2X = — ;)M

c2 Ot?

y donde
B=Vx(VxY), E=-Vx (B—Y)

t

5. Demuestre que para una onda plana en el vacio

= ’:—323779

s>

Esta resistencia se llama tmpedancia del espacio libre.

6. Encuentre el vector de Poynting sobre la superficie de un alambre conduc-
tor recto, muy largo (de radio b y conductividad g) por el que circula una
corriente continua [. Verifique el teorema de Poynting.

7. El campo E de una onda plana que se propaga en un medio dieléctrico
estd dado por

E (z,t) = 0,2 cos (10815 — %) — 1, sin (108t — %) ()
a. Determine la frecuencia y la longitud de onda de la onda
b. ;Cual es la constante dieléctrica del medio?
c. Encuentre el campo H correspondiente.
8. Encontrar la relacién % para una onda plana en un medio conductor.
Encontrar entonces las expresiones aproximadas para esta relacién en los

casos limites de un aislante de un buen conductor,



128 CAPITULO 5. ONDAS ELECTROMAGNETICAS



Capitulo 6

Propagaciéon de Ondas E.M.

6.1. Introduccion

Las soluciones de las ecuaciones de Maxwell halladas en el capitulo 5 se uti-
lizarén ahora para resolver problemas de interés préactico, tales como prob-
lemas con valores en la frontera, en este tipo de problemas, se combinan
soluciones de la ecuacién de onda homogénea de tal manera que saisfagan las
condiciones en la frontera adecuada.

6.2. Condiciones en la Frontera

Las condiciones en la frontera que deben satisfacerse por los campos electricos
y magnéticos en una superficie de separacion entre dos medios, se deducen
de las ecuaciones de Maxwell exactamente igual como en el caso estatico.
La condicién en la frontera mds directa y universal se aplica a la induccién
magnética B, que satisface la ecuacién de Maxwell

V.-B=0 (6.1)

En una superficie de separacién entre dos medios puede construirse una su-
perficie como la mostrada en al figura 6.1.

El teorema de la divergencia puede aplicarse a la divergencia de B sobre el
volumen encerrado por su superfie, para obtener

// Bﬁda = //B-ﬁldal + //B'ﬁgdaz + //B‘ﬁgdﬂg =0 (62)

S, cerrada S1 Sa S3

129
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Figura 6.1: Una superficie con forma de caja cilindrica en la zona interfacial entre
dos medios puede utilizarse para obtener las condiciones de frontera sobre los
vectores de campo

Si B estd acotado, el que h tienda a cero hace que el ltimo término se anule y
S tienda a S5 geométricamente. Teniendo en cuenta las direcciones opuestas
de n; y ny, se concluye rdpidamente que:

By, = Ba, (6.3)

exactamente como en el caso estdtico.
La componente tangencial del campo eléctrico puede considerarse de una
manera igualmente simple. La ecuacién es nuevamente una de las ecuaciones

de Maxwell 5B

La integracion de esta ecuacién sobre la superficie limitada por circuito rect-
angular como en la figura 6.2, da

Z/(VxE)-ﬁda:—é/<%—]?)-ﬁda (6.5)

y aplicando el teorema de Stokes al primer miembro se tiene que:

lElt — lEgt + hlEln + h2E2n - hlEin — thén = — // <aa—]?> . ﬁda (66)
S

Si el circuito se encoge ahora dejando que hy y hs tiendan a cero, los ultimos
cuatro términos del primer miembro se anulan; asf como el segundo miembro,
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medio
— 71—
) far
il T
T
mieddio 2

Figura 6.2: La trayectoria rectangular indicada sobre la zona interfacial entre dos
medios puede utilizarse para obtener las condiciones en la frontera sobre los vec-
tores de campo.

siempre que %—? esté acotada. La ecuacién resultante contiene [ como factor

comtin; suprimiéndolo se tiene
Elt — Egt (67)

Por lo tanto, la componente tangencial de E debe ser continua al atravesar
la superficie de separacion.

La condicién en la frontera de la componente normal del desplazamiento
eléctrico es mds compleja; sin embargo, también se deduce de una de las
ecuaciones de Maxwell. La ecuacién adecuada en este caso es

V-D=p (6.8)

Si se construye un volumen como el de la figura 6.1 y se integra sobre este

volumen, se obtiene
Jff s -
1% v

Aplicando el teorema de la divergencia y dejando que h tienda a cero vemos
que
(D1 — Dop) A=0A (6.9)
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donde o es la densidad de carga superficial en la superficie de separacién.
El hecho de que, en general, o no sea cero, introduce alguna complejidad
en esta condicién en la frontera; sin embargo, observando que la carga debe
conservarse, esto es, que

dp

ot
se hace posible algunas simplificaciones. Si se integra esta ecuacién como se
hizo con 6.8 y escogemos la figura 1, se obtiene

O
ot

Si se considera inicamente la radicién monocromética, la densidad de carga
superficial debe variar como exp (—iwt); por tanto, el segundo miembro de
la ecuacién 6.11 puede escribirse como iwo. Utilizando las relaciones consti-
tutivas D =€E, J =¢gE se puede poner las ecauciones 6.9 y 6.11 en la forma

v.J= (6.10)

Tin — Jon = (6.11)

€1y, — €2Fy, = o (6.12)
1By — g2Eon = iwo (6.13)

Puede observarse varios casos de interés préctico. Si o es cero, entonces

)
.

— €2
1 92

Q

que puede ser cierto para materiales apropiadamente elegidos o, en alternati-
va, si g1 = g2 = 0, 0, co. El caso en que ambas conductividades sean infinitas
no es de gran interés; sin embargo, el caso en que ambas conductividades
se anulen tienen lugar aproximadamente en la frontera entre dos dieléctricos
buenos. Si ¢ no es cero, lo que es tal vez un caso mas comtin, entonces puede
eliminarse de las ecuaciones 6.12 y 6.13. El resulltado de esta eliminacién es:

<61 _ ,g—1> By, — (62 _ ,g—2> Fy, =0 (6.14)
1w 1w

La ecuacion 6.14 es ttil, asi como estd, al proporcionar una condicién en la
frontera; no obstante, aparece a veces al multiplicar por w?p, 15, que es:

toY1Ein — poYo Ean =0 (6.15)
la constante de propagaciéon dada por:

v = wlep + iwgpu (6.16)
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Un tltimo caso interesante ocurre cuando una conductividad, digamos gs, es
infinita. en este caso Fs, debe anularse y F;, = Z, para que 6.13 y 6.12 se
satisfagan.

La condicién de frontera final es la impuesta en la componente tangencial
de la intensidad magnética, H. Esta condicién en la frontera se obtiene inte-
grando la ecuacién de Maxwell

oD
VxH=—7+1J (6.17)
ot
sobre el drea encerrada por un circuito tal como el de la figura 6.2. Si se hace
esto y el circuito se escoge como antes, la condicién en la frontera resultante
es

Hy — Hy = K| (6.18)

donde K| esla componente de la densidad superficial de corriente perpendic-
ular al sentido de la componente de H que se estd confrontando. La idea de
una densidad superficial de corriente es andloga a la densidad superficial de
carga (representa una corriente finita en una capa infinitesimal). La densidad
superficial de corriente es cero a menos que la conductividad sea infinita; en
consecuencia, para conductividad finita,

Hlt = H2t (619)

Esto es, a menos que un medio tenga conductividad infinita, la componente
tangencial de H es continua. Si la conductividad del medio 2 es infinita,
entonces, como ya se ha demostrado, F5, = 0. Un resultado mds general
puede obtenerse considerando la ecuacion de Maxwell 6.17

VxHy——2 =1 (6.20)

Usando las relaciones constitutivas y suponiendo que E; varfa con el tiempo
como exp (—iwt) se tiene

1
E,=——V xH, (6.21)
go — 1WEg

Si se hace la suposicién razonable de que H, sea tanto acotada como deriv-
able, entonces la ecuacién 6.21 implica que E, sea cero en un medio de
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conductividad infinita. Con las mismas suposiciones que se hicieron antes y
utilizando 6.14 se obtiene

1

H, = -
ity

V x E, (6.22)

y la anulacién de E, también implica que se anule H,. Si Hj se anula entonces
la condicién en la frontera sobre la componente tangencial de H en una
superficie de separacién en el que un medio tiene conductividad infinita es

Hy =K, (6.23)

Las condiciones en la frontera necesarias para resolver los problemas consid-
erados en este capitulo ya se han obtenido; para su conveniente consulta se
dan en la tabla 6.1 para ¢ = 0,9 = 0o y g arbitraria

TABLA 6.1
CONDICIONES EN LA FRONTERA PARA LOS VECTORES
DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

g Et Dn Ht Bn
g1 =gz = 0 Ey = Ey | Dy, = Doy, Hy = Hy By, = Bsy,
— 00 EZtZO D2n:O H2t:O B2n:0
92 = Ey=0 | D=0 Hy=K. | B, =0
— &) B, =
91,92 arb. # oo | By = Ey @ “"gz ; Hy; = Hy By, = Bay,
(62 - ;) Es,

6.3. R. y R. en la Frontera de dos Medios no
Conductores. I.N.

Se analizard ahora la reflexién y refracciéon (R. y R.) de ondas planas con
incidencia norma (I.N.) sobre una superficie de separacién de dieléctricos.
Como se muestra en la figura 6.3

Aqui Eq,H; describen la onda incidente que avanza en la direccién +2,
E,, H, describen la onda reflejada que avanza en la direcciéon —7, y E3, Hs
describen la onda trasmitida.

La superficie de separacién se toma coincidiendo con el plano XY en z = 0,
con el medio 1 a la izquierda y el medio 2 a la derecha.

Los campos eléctricos que se polarizan en al direccién de x, se describen por
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€1, L1 €5, K2

E1 E> Es

IV

Ve Ve ’

H1 Hs

Figura 6.3: Reflexién y transmisién con incidencia normal

E1 = ﬁ:cEIO exXp [Z (klz - wt)]
Ey; = —u, By exp [i (k12 + wt)] (6.24)
E3 = u,FE3exp [i (ko2 — wit)]

donde
k‘l =Wy Y kQ = W4/ €Uy (625)
Los campos magnéticos adecuados se obtienen de la ecuacion de maxwell
0B
VXE=—-—— 6.26
X 5 (6.26)
De las ecuaciones 6.24 y 6.26 se obtiene que:
. OE, ~
Uy = wpH =uiwpH, (6.27)
z

En consecuencia los campos magnéticos respectivos seran:

H1 = ﬁy, /;—11E10 exp [Z (]ClZ — wt)]
H2 = —ﬁy‘ /;_llEQO exp [—Z (kflz + wt)] (628)
H3 = ﬁy‘ /;_ZE3O exp [Z (kQZ — wt)]
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Como las componentes normales de los campos se anulan, sélo las compo-
nentes tangenciales de los campos eléctrico y magnético necesitan consider-
arse, y estos segin la linea de conductividad cero de la tabla 6.1. Aplicando
estas condiciones en z = 0, se ve que

[e [e
Fi+Eoy = E3 y — (Evo — Eoy) = —2E30 (6.29)
H Ho

Despejando de estas ecuaciones Foy v Esg, se obtiene
a_ [
2 2
Eayy = =——=E0

€1
@i_l 2 (6.30)
E30 = \/ZjiJrul%Em

Las ecuaciones anteriores determinan los campos eléctricos de las ondas re-
flejada y trasmitida en funcién de la onda incidente y de los pardametros que
describen el medio; estas amplitudes a su vez determinan las amplitudes de
los campos magnéticos por las ecuaciones 6.28.

Es interesante aplicar los resultados obtenidos antes al caso de los materiales
6pticamente transparentes. Para dichos materiales, 1 es casi p,; en conse-
cuencia, el indice de refraccién estd esencialmente dado por

VvHE €
Ho€o

_ v _
n=z: / €

En funcién de n, tomando p, = py = 4, la ecuacién 6.30 se convierte en

o _m—me By 2m (6.31)
ElO T + ng’ Elg nq + Mo '

La intensidad de la onda reflejada es proporcional al vector de Poynting
reflejado, y la intensidad trasmitida es proporcional al vector de Poynting
trasmitido. El coeficiente de reflexién R,, y el coeficiente de trasmisién 7T;, se

definen por
[(Eyx H,)| ny —no\
R, — 6.32
’<E1XH1>| n1+n2 ( )
|(E3xHs)| m; \°
T, = — .
(B (6.33)

la demostracién de estas expresiones se deja como ejercicio.
Para una superficie tipica aire-vidrio, donde ny = 1,5y n; = 1, los coeficientes
de reflexion y trasmisién son
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€1, % Ez.l5
ks
E:
Hz E 3
62
8,
= k,
H,

Figura 6.4: Reflexién y refraccién, incidencia oblicua. El plano X Z es el plano
de incidencia. Los vectores Hy y Hj estdn dirigidos fuera del papel, y Hs hacia
dentro.

R, =004y T, =096

Por lo tanto, como serfa de esperar, toda la energia incidente o bien se refleja
o bien se trasmite; no hay lugar para almacenar energia en la superficie de
separacion.

Otro hecho interesante se obtiene al examinar la ecuacién 6.31; es decir, si
ny > ny la primera razén es positiva. Esto es precisamente el enunciado
familiar de la 6ptica que indica que no hay cambio de fase en la reflexiéon
en un medio “menos denso” pero hay cambio de fase de 7 radianes en la
reflexién de un medio “mds denso”.
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6.4. R. y R. en la Frontera de dos Medios no
Conductores. 1.0.

Un caso més general es el de reflexion de ondas planas oblicuamente inci-
dentes por una superficie de separacién diléctrica plana. La consideracién de
este caso conduce a tres leyes 6pticas bien conocidas: ley de Snell, ley de
reflexion y la ley de Brewster que rige la polarizacién por reflexién.

La situacién general se describe en la figura 6.4. Para simplificar la siguiente
deduccién se ha supuesto que los vectores de propagacién ki, ks y ks son
coplanares y estdn en le plano X 7. Ademads, también se ha supuesto que los
vectores de campo eléctrico Eq, E; v E3 estdn en este plano.

Puede demostrarse que los vectores de propagacién son siempre coplanares.
El vector de campo eléctrico més general puede descomponerse en una com-
ponente en el plano XZ (plano de incidencia) y otra perpendicular a este
plano. La reflexién y la transmisién de estas dos componentes estdn regidas
por distintas leyes. La eleccién anterior se hace para obtener la ley de Brew-
ster. La deduccién para el caso en que el campo eléctrico sea perpendicular
al plano de incidencia se deja como ejercicio.

Para el caso que nos ocupa los campos eléctrico de las ondas incidente, refle-
jada y transmitida estdn dadas por:

El = ElO exXp [Z (kl-r — O.)t)]
E2 = E20 exXp [Z (k2~r - Ldt)] (634)
E3 = E30 exp [Z (k3'I‘ — wt)]

donde
E10 = E10 (ﬁm COS 91 — ﬁz sin 91)
EQO = E20 (ﬁx COS 92 + ﬁz sin 01) (635)
E30 = E30 (ﬁx COS 03 - ﬁz sin 93)

y

k; = w,/e1j1; (U, sin 6y + U, cosby)
ko = w /e1j1; (0, sinfy — U, cos 6) (6.36)
k3 = w,/Ex015 (0, sin O3 + U, cos 3)

La intensidad magnética de cada onda puede obtenerse, como en el caso de
incidencia normal, de la ecuacién de Maxwell

V xE = —%—? = iwH (6.37)
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El rotacional de la ecuacién 6.37 puede evaluarse a partir de la definicién de
rotacional y las formas explicitas de los campos eléctricos como se dan en las
ecuaciones 6.34. 6.35 y 6. 36. Sin embargo, el rotacional de los vectores de
la forma general de las ecuaciones 6.34 ocurren tan frecuentemente que con-
viene deducir una expresién general. Si A es una funcién vectorial arbitraria,
entonces

V x Aexp(ik-r) =exp(ik-r) VX A+ Vexp(ik-r) x A (6.38)

pero
Vexp (ik - r) = tkexp (ik - 1) (6.39)

en consecuencia
V x Aexp (ik-r) =exp(ik-1r) V x A+ik x Aexp (ik-r) (6.40)

con esta identidad y la ecuacién 6.37, y observando que cada uno de los
vectores de 6.35 es constante, vemos que

H, = klwx—#Em exp [i (ky-r — wt)]

H2 = kz{jﬁl exp [Z (kQ'I' — wt)] (641)

1
H; = <R exp [i (kyr — wt)]

Habiendo obtenido esta descripcién matemadtica de las ondas, volvemos luego
a las condiciones en la frontera, en la superficie de separacién z = 0. Como
la primera condicién en la frontera que debe confrontarse, consideremos la
componente tangencial (componente ) del campo eléctrico en z = 0. La
continuidad de esta componente del campo eléctrico da (ya que k; = k2)

Eigcos by exp [i (kyzsin 0y — wt)] + Eog cos O exp [i (kyx sin Oy — wt)]
= Fsgcosfsexp [i (kzxsin O3 — wt)]
(6.42)
El factor comun exp (—iwt) puede cancelarse de los tres términos, quedando

E1g cos 01 exp (ik1x sin 01)+ Eag cos 03 exp (ikyx sin 0y) = E3q cos 03 exp (iksx sin 03)
(6.43)
Cada término de la ecuacién 6.43 depende de = a través de un factor expo-
nencial. La unica forma de que la ecuacién 6.43 puede satisfacer para todos
los valores de z es si los tres factores exponenciales son todos iguales, esto
es, si
kizsinf, = kyx sin 0y = ksx sin 05 (6.44)
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Este resultado puede dividirse en dos ecuaciones:
sinfl; = sinfy, kisinf; = kzsinfs (6.45)

La primera de éstas ecuaciones equivale claramente a 0; = 65, que es la

€oto’
escribirse como njsinf; = nsysinfsy, que es la ley de Snell. Por tanto, se
han obtenidos resultados importantes al aplicar la condicién en la frontera
sobre la componente tangencial del campo eléctrico. En esta condiciéon en
la frontera estd contenida mé&s informacién, como puede verse al utilizar la
ecuacion 6.44 en la ecuacién 6.43 y suprimir factores comunes para obtener:

ley de reflexién. Como k = w,/e y n = , /-—£—, la segunda ecuacién puede

Eigcosfy + Eyycos bty = Fspcosbls (6.46)

La ecuacién 6.46 tiene que ser satisfecha por FEyg, Fsy y F3o; ademds hay
otras dos condiciones, obtenidas de la continuidad de la componente normal
del desplazamiento eléctrico y de la continuidad que tiene la componente
tangencial de la intensidad magnética. Entonces para el desplazamiento se
tiene:

—€1 sin 91E10 + € sin 91 = —€9 sin (93E30 (647)

mientras que para la intensidad magnética da:

‘ [L B, — \ [ LBy = ~/€—2E30 (6.48)
H H Mo

Estas dos ecuaciones son realmente idénticas, como puede verse al escribir la
ecuacién 6.47 en la forma

_ /%\/msinelEm + 4 /;—lmsin%Ezo =/ ;—Qv@/h sin03 B
1 1 2
(6.49)

como /€ifl; = ni\/€flg, la ley de Snell hace posible la reduccién de la
ecuacion 6.49 a la forma 6.48.

Ahora deben despejarse de las ecuaciones 6.46 y 6.47 E5y y Fs3p en funcién
de Eig. Esto se hace facilmente, con el resultado

E30 o 261 sin91 COS@I (6 50)
E10 n €9 sin 93 COS 91 + € sin 61 COS 03 '
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para el campo eléctrico trasmitido y

FEo  €18in6; cosf3 — € sin 05 cos 04

= 6.51
FEio €sinfscosfy + € sin 0y cos b5 ( )

para el campo de la onda reflejada. En la mayoria de los materiales dieléc-

tricos = o y n? = é suponiendo que éste sea el caso y utilizando la ley
de Snell, la ecuacién 6.51 se convierte en:

Fsy  sinf3cosf3 — sin 6y cos by (6.52)
Eip  sinfscos B3 + sin 6, cos 6, '

Las identidades trigonométricas sin (6; + 603) cos (01 — 03) = sinf; cosf; +
sin A3 cos O3 y sin (01 — 03) cos (61 + 03) = sin 0y cos #y — sin O3 cos O3 reducen
la ecuacién 6.52 a
EQO . tan (91 — 03)
E10 n tan (91 + 63)

Si 0, = 03, entonces tan (f; — 03) = 0 y no hay onda reflejada. Desafortu-
nadamente, esto puede tener lugar sélo si ny = ny, esto es, si los dos medios
son épticamente indistinguibles. Si por otra parte, ) + 3 = 7, entonces
tan (01 + 03) es infinita y la amplitud de la onda reflejada es nuevamente
cero. En este caso, los medios son épticamente distinguibles. Como puede
demostrarse que la otra polarizaciéon, E perpendicular al plano de inciden-
cia, se refleja parcialmente, la luz no polarizada que incide con un dngu-
lo que satisfaga 0, + 03 = § se polarizard por reflexién. La ley de Snell,
nysinf; = ngsin @3, proporciona un medio para determinar el valor de 6.

Usando 03 = 5 — 0, en la ley de Snell, se tiene n; sin 6, = nycosfy, o

(6.53)

tan 6y, = 2 (6.54)
ny

La cantidad 6;, se conoce como dngulo de Brewster; la relacién entre éste y
los indices de refraccién, como se da en la ecuacién 6.54 se conoce como la
ley de Brewster.
Las ecuaciones 6.50 y 6.51 son del conjunto conocido como ecuaciones de
Fresnel, que en su totalidad describen la reflexién y refracciéon de las ondas
electromagnéticas de dos polarizaciones posibles en una superficie de sepa-
racion plana de dieléctricos.
De estas ecuaciones es sencillo obtener los coeficientes de reflexion y trans-
misién para la potencia; las cuales son

R |(ExxHy)| (elsin01 cos 05 —6281n9300801>2
[(E1xHy)l

6.55
€1 sin #; cos 63 + €5 sin 03 cos 0, ( )
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€
T |(E3xH3)| _ \/% ( ‘ 261sin91(:os.91 )2 (6.56)
|(Eq xH;)| \/;I €1 sin 01 cos 03 + €5 sin 03 cos 04
1

para una onda polarizada como la estudiada antes. Si los medios son dieléctri-
COS Con /i = ji, Y en consecuencia n? = <, entonces estas ecuaciones pueden
ponerse en las formas

o tan2 (91 — 03)

= T (0, 7 03) (6:57)

4sin 03 cos® 01 sin 0
T=— > il (6.58)
sin” (0y + 03) cos? (0, — 03)
en cuyas formas dan las razones de las intensidades transmitidas y reflejada
a la intensidad incidente. Como estdn escritas, las ecuaciones no parecen
contener los indices de refraccién; sin embargo, debe recordarse que 6, y 03

se relacionan por la ley de Snell.

6.5. Reflexién en un Plano Conductor. I.\N.

Consideremos ahora la reflexién y transmision de las ondas planas que inciden
normalmente a una superficie plana entre un material conductor y uno no
conductor. la situacién es escencialmente la descrita por la figura 6.3, con la
caracteristica adicional de que gs, la conductividad del medio 2, no es cero.
Los campos eléctrico y magnético E;, H;, E5 y Hs tienen las formas dadas
por las ecuaciones 6.24 y 6.28, es decir

E, =u,Eppexpli(k1z —wt)], H, =1, ;—11E10 exp [i (k12 — wt)]
E; = U, Eyexp [—i (k12 +wt)],  Hy= —ﬁy\/%EQO exp [—i (k2 +wt)]
(6.59)
La onda en el medio conductor tiene la forma
E; = u,FE3pexp [i (752 — wt)], H; = ﬁwa/ZEgo exp [i (792 — wt)]
(6.60)

v, estd dada, sin embargo, por

Vo =02 iy = \/W252N2 + W gafty (6.61)
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como en la ecuacién 6.16. Alfa y beta estan dadas por
1
2

11 g9° wgp
_ — 1 = — .62
2$2 + (wQEQ)] ’ b 200 (6.62)

Nuevamente, las condiciones apropiadas en la frontera son continuidad de las
componentes tangenciales de E y H. Los resultados son

a = F./ep

B+ By = Eso (6.63)

€
(L (B — Bay) = 2By (6.64)
H1 Wy

Como v, es compleja, Fy y FE3g no pueden ser ambas reales; este hecho
indica que son posibles los corrimientos de fase distintos de cero y 7 para
las ondas reflejadas y transmitida. Formalmente, las ecuaciones 6.63 y 6.64
pueden resolverse para dar

Ve (6.65)

La semejanza aparente de estos resultados con los obtenidos en el caso de
dieléctricos es enganosa, puesto que nuevamente debe observarse que v, es
un nimero complejo y, por tanto, da origen a corrimientos de fase.

El caso especial de conductividad infinita es particualrmente simple. en este
caso 7, es infinito, reduciendo asi las ecuaciones 6.65 a

Eoy = —Eho, FE3y =0 (92 = 00) (6-66)

de modo que toda la energfa incidente se refleja y no penetra energfa en el
conductor. el caso general es bastante engorroso; sin embargo, la siguiente
aproximacién para buenos conductores es relativamente directa y tiene algu-
na utilidad. Para buen conductor

22 ]

wea

w w
ay =[R2y B, =\ [=2R2 (6.67)

En este caso,
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La amplitud del campo eléctrico reflejada estd dada por

1 (L) s 1o (), [
Fao = 1“? L Fp = iy o (6.68)
1 w N
()R T R

Si junto con la ecuacién 6.68 tenemos wg—jl > 1, entonces los radicales de
la ecuacién 6.68 son partes dominantes del numerador y del denominador.
Dividiendo numerador y denominador por (1 + ) veces el radical, se tiene

1— (1—14) 9 Hawer
2 V7 mge
Ey = — R e Eio (6.69)
1+ 2y 2 K192
El reconocimiento del radical como una pequena cantidad nos conduce a la
aproximacion

Fao = — {1 —(2—1) 2——1 Ei (6.70)

El coeficiente de reflexion se obtiene comparando el vector de Poynting refle-
jado con el vector de Poynting incidente. Como ambas ondas, la incidente y
la reflejada, estdn en el mismo medio, esto equivale a comparar el cuadrado
de la magnitud de Fy, con el cuadrado de la magnitud de E1q. Por tanto

R= (6.71)

Utilizando la aproximacién dada en 6.70, se obtine

HoW€r
H192

HaWe€l

6.72
H192 ( )

R:{l—(l—z’) 2 {1—(1“’) 2

con la misma aproximacién que se usé antes, se ve que

R=1- 2\/2 (%) (%) (6.73)

tomado g, = 5,6 x 107 %, el valor par el cobre, y suponiendo que i, = 4,
y €1 = €, se ve que para f = 10"Hz (longitud de onda 3 cm) R = 0,9997;
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para frecuencias mds bajas, la situacién es atin méds cercana al caso de re-
flexién perfecta. Sélo para la radiacion de longitudes de onda muy cortas la
desviacion de R de la unidad es importante en conductores buenos como el
cobre, la plata y el aluminio. Como la penetracién de Skin para estos mate-
riales es pequena, es facil ver que las capas delgadas de buenos conductores
proporciona un blindaje excelente para radiofrecuencias.
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Apéndice A

Expresiones Matematicas
Importantes

Para el desarrollo del curso son necesarios algunos conocimientos de Analisis
Vectorial, que se resumen a continuacién

A.1. Gradiente

Sea W (r) un campo escalar, el gradiente de ¥ en las diferentes coordenadas
es:
Coordenadas rectangulares: VU (r) = ¥ (z,v, 2)

oY 0V oV
VU = Uy + uya—y + U, - (A1)

Coordenadas cilindricas: ¥ (r) = V (R, ¢, 2)

ov __10¥ _ 0U

VU = ugﬁ + u¢ﬁ8_¢ + uza (A2)
Coordenadas esféricas: ¥ (r) = ¥ (1,0, ¢)
ov 10V 1 oV
UV=u—+U-—+Uy——— A.
v urﬁr +u9r 00 +u¢rsin«98¢ (A.3)

147
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A.2. Divergencia

Sea F (r) un campo vectorial, la divergencia de F en las diferentes coorde-
nadas es:
Coordenadas rectangulares: F (r) = F (2, vy, 2)

OF, OF, OF.

-F = A4
v ox + oy + 0z (4.4)
Coordenadas cilindricas: F (r) = F (R, ¢, 2)
10 1 0F, OF,
Coordenadas esféricas: F (r) = F (r,0, ¢)
10 ., 1 0 . 1 0Fy
V- F Cr20r (PF) + rsinf 00 (Fysin) + rsing O¢ (A.6)

A.3. Rotacional

Sea F (r) un campo vectorial, el rotacional de F en las diferentes coordenadas
es:
Coordenadas rectangulares: F (r) = F (2, vy, 2)

OF, OF,\ _. (0F, OF,)\ . (O0F, OF,
ay‘a) “y<§_ax> “z(%‘ay) (A7)

VxF:ﬁx<

Coordenadas cilindricas: F (r) = F (R, ¢, 2)

_ (10F. 0F,\ _. (0Fy OF.\ . 1[0 OFy
VXF—UR (R a¢ 92 )—I—u¢< 92 8R>+qu( RF¢) >

Coordenadas esféricas: F (r) = F (r,0, ¢)

V X F =i,k [ 5 (sin0F,) — 22 + 6L

=~ 1 | 9(rEy) F,
Tugy [T - W]

[ 1P, 3(@%)]
sinf O¢ or (A9)
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A.4. Laplaciano

Sea U (r) un un campo escalar o campo vectorial.
Coordenadas rectangulares:

’U 09U 0°U
2717 _
VU = 52 + R + 5.2 (A.10)
Coordenadas cilindricas:
9 1 0 oU 1 0°U 9*U
_ - ’ — - 4 - A1l
VU=%\"38) TRz o2 (A.11)

Coordenadas esféricas:

5 10 [ ,0U 1 o (. 0U 1 09U
= () = ) —2 = (A2
v r2or \\ or * 250 o0 \ f 00 * r2sin® 6 0¢* ( )

Atendiendo a ciertas propiedades que cumple el operador V a continuacion
se dan algunas idéntidades:

V(@+V¥)=V®+ V¥ (A.13)

V (®¥) = OV + TV (A.14)

V- F+G)=V-F+V .-G (A.15)
Vx(F+G)=VxF+VxG (A.16)
VF-G)=F V)G+(G-V)F+Fx(VxG)+Gx(VxF) (A.17)
V- (®F) = dV .-F+F.V® (A.18)

V- FxG) =G (VxF)-F (VxG) (A.19)

V- (VxF)=0 (A.20)

Vx (PF) =dV xF+V® x F (A.21)
Vx(FXxG)=FV-G-GV -F+(G-V)F—(F-V)G (A.22)
Vx(VxF)=V(V-F) - V’F (A.23)
Vx(V®)=0 (A.24)

A continuacién se dan dos teoremas muy utilizados en este curso
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A.5. Teorema de la Divergencia

La integral de la divergencia de un campo vectorial F (r) sobre un volumen
V es igual a la integral cerrada de superficie de la componente normal del
vector sobre la superficie S que limita al volumen V'

/ / VoF(r)dv = / / F-fida (A.25)

cerrada S

A.6. Teorema de Stokes

La integral de linea de un campo vectorial F (r) alrededor de una curva
cerrada C' es igual a la integral de la componente normal de su rotacional
sobre cualquier superfie S limitada por la curva C.

7§ F.dl — / / (V x F) - fda (A.26)
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